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Nr.1

Annahmen: a1 sei die erste der 6 aufeinander folgenden ganzen Zahlen und an sei dann a1 + n – 1. Die 6 aufeinander folgenden Zahlen sind dann: a1, a2, a3, a4, a5, a6.
Die Primzahlen 2 und 3 können nicht Primzahlen mit der geforderten Eigenschaft sein.

Begründung: 
Wenn die Zahl a1 den Rest r bei der Division durch 2 lässt, dann ist a1+r durch 2 teilbar, außerdem ist a3+r und a5+r durch 2 teilbar. Da r nur 0 oder 1 sein kann, gehören die drei Zahlen zu den 6 aufeinander folgenden.
Analog dazu für die 3:
Wenn die Zahl a1 den Rest r bei der Division durch 3 lässt, dann ist a1+r durch 3 teilbar, außerdem ist a4+r durch 3 teilbar. Da r nur 0, 1 oder 2 sein kann, gehören die beiden Zahlen zu den 6.

Da 2 und 3 drei bzw. zweimal Teiler sind, kann man sie als Primzahlen mit der geforderten Eigenschaft ausschließen.
Die Zahl 5 kann eine Primzahl mit der geforderten Eigenschaft sein.

Begründung:

Wenn die Zahl a1 den Rest r bei der Division durch 5 lässt, dann ist a1+r durch 5 teilbar, außerdem noch a6+r. Daraus folgt, dass der Rest r = 0 sein muss, damit die 5 nur Teiler einer Zahl ist. Wenn nicht ist die 5 zweimal Teiler und hat dann nicht die geforderte Eigenschaft.
Alle restlichen Primzahlen können Primzahlen mit den geforderten Eigenschaften sein.
Begründung:

Wenn die Zahl a1+n (0 < n < 5)  durch p geteilt werden kann, ohne einen Rest zu lassen, ist  a1+n–p und a1+n+p durch p ohne Rest teilbar. Da aber p größer 6 ist, kann die nächst kleinere oder größere teilbare Zahl nicht mehr zu den 6 aufeinander folgenden gehören. Also kann sie eine Primzahl mit den geforderten Eigenschaften sein, da sie nur einmal Teiler einer Zahl.
Es gibt genau 3 ungerade Zahlen unter den 6 aufeinander folgenden.
Begründung:

Wenn die erste Zahl gerade ist, dann ist die 2., 4. und 6. Zahl ungerade.

Wenn die erste Zahl ungerade ist, dann sind die 3. und 5. Zahl auch ungerade.

Eine dieser ungeraden Zahlen ist durch 3 teilbar.

Begründung:

Hat a1 den Rest r bei der Division durch 3, dann ist a1+r und a4+r durch 3 teilbar und eine dieser beiden Zahlen ist ungerade.
Eine dieser ungeraden Zahlen kann durch 5 teilbar sein.

Begründung:

Hat a1 den Rest r bei der Division durch 5, dann ist a1+r und a6+r durch 5 teilbar und eine dieser beiden Zahlen ist ungerade. Allerdings könnte a6+r nicht zu den 6 aufeinander folgenden Zahlen gehören.
( Daraus kann man folgern:

Es gibt mindestens eine ungerade Zahl unter den 6 aufeinander folgenden, die nicht durch 3 und 5 teilbar ist, d.h. es gibt mindestens eine Zahl unter den 6 aufeinander folgenden, die nicht durch 2, 3 und 5 teilbar ist, da diese Zahl aber existent ist, muss sie aus anderen Primzahlen zusammengesetzt sein, die dann aber maximal einmal vorkommen können (siehe oben). 
Eine Ausnahme ist die Folge {1, 2, 3, 4, 5, 6}, da die 1 zwar eine ungerade Zahl ist, aber keine Primzahl. Da die 5 aber nur einmal vorkommt und eine Primzahl ist, gilt die Folgerung auch hier.
Nr.2 

Da dreimal dieselbe Funktion angewandt wurde, kann man dies auch so schreiben:

y = f(x)

z = f(y) = f(f(x))

x = f(z) = f(f(y)) = f(f(f(x)))

mit f(x) = x3 – 4x2 – 16x + 60

Für x ≤ –5 ist die Funktion f(x) streng monoton steigend.

Begründung:

Die Ableitung der Funktion ist 3x2 – 8x – 16. Diese hat die Nullstellen für x =  4 und x = –4/3. Da –5 < – 4/3 ist und der quadratische Koeffizient der Ableitung positiv ist, ist die Ableitung für x ≤ –5  immer positiv, d.h. die Funktion ist für x ≤ –5 streng monoton steigend. 

Daraus folgt, dass f(x) < x für alle x ≤ –5 gilt.

Begründung:

Um diese Bedingung zu erfüllen, muss f(x) für x ≤ –5  unterhalb der Winkelhalbierenden liegen. Da f(–5) = –85 unterhalb der Winkelhalbierenden liegt, die Steigung f’(–5) = 99 größer als die der Winkelhalbierenden ist und f(x) für x ≤ –5 streng monoton steigt, muss f(x) für x ≤ –5 unterhalb der Winkelhalbierenden liegen.

Für x ≥ 6 ist f(x) streng monoton steigend.

Begründung:

Die Ableitung der Funktion ist 3x2 – 8x – 16. Diese hat die Nullstellen für x =  4 und x = –4/3. Da 6 > 4 ist und der quadratische Koeffizient der Ableitung positiv ist, ist die Ableitung für x ≥ 6  immer positiv, d.h. die Funktion ist für x ≥ 6 streng monoton steigend. 

Daraus folgt, dass f(x) > x für alle x ≥ 6 gilt.

Begründung: 

Um diese Bedingung zu erfüllen, muss f(x) für x ≥ 6 oberhalb der Winkelhalbierenden liegen. Da f(6) = 36 oberhalb der Winkelhalbierenden liegt, die Steigung f’(6) = 44 größer als die der Winkelhalbierenden ist und f(x) für x ≥ 6 streng monoton steigt, muss f(x) für x ≥ 6 oberhalb der Winkelhalbierenden liegen.

Daraus folgt, dass f(f(f(x))) > x für x ≥ 6 bzw. f(f(f(x))) < x für x ≤ –5. Das bedeutet, dass diese beiden Zahlenbereiche als Lösung ausscheiden, da x ≠ f(f(f(x))) ist. Also muss man nur noch im Bereich –4 ≤ x ≤ 5 nach Lösungen suchen muss. Da dies nur wenige sind, kann man mit den Werten von x, y, z und f(z) eine Tabelle anlegen, wobei f(z) = x sein sollte, damit (x; y; z) ein Lösungstripel ist. 
Falls y oder z nicht zwischen –4 und 5 liegt, kann aus den Zahlen kein Tripel gebildet werden, das die Bedingungen erfüllt.
Begründung:

Falls ein Wert nicht zwischen –4 und 5 liegt, liegen alle folgenden auch nicht in diesem Bereich. Also kann f(z) nicht x sein und deswegen können die Werte nicht zu einem Lösungstripel gehören. 
Tabelle:

	x = 
	-4
	-3
	-2
	-1
	0
	1
	2
	3
	4
	5

	y = f(x) =
	-4
	45
	68
	71
	60
	41
	20
	3
	-4
	5

	z = f(y) =
	-4
	-
	-
	-
	-
	-
	-
	3
	-4
	5

	f(z) =
	-4
	-
	-
	-
	-
	-
	-
	3
	-4
	5


Den Bereich von –3 bis 2 kann man ausschließen, da die Werte in diesem Bereich nach der ersten Anwendung von f(x) schon nicht mehr zwischen –4 und 5 liegt.

Man sieht, dass die einzigen Tripel (–4; –4; –4), (3; 3; 3), (5; 5; 5) sind, die die Bedingungen erfüllen.

Nr.3

(Syntaxhinweis: Zwei Buchstaben repräsentieren immer eine Strecke und drei Buchstaben immer einen Winkel.)
Wenn man alles gegebene einzeichnet:


[image: image1]
Es gilt |AM| = |NC|,  BC || AD und AB || CD. MH und IN sind Hilfslinien die parallel zu AD bzw. CD sind.

Vorraussetzung: AN schneidet MC im Punkt Q.
Man soll beweisen, dass die Verbindungsgerade QD die Winkelhalbierende von ADC ist.

Daraus folgt direkt, dass |QF| = |QE| sein muss, wobei F der Lotpunkt von Q auf AD ist und E der von Q auf DC.

Begründung: 

Die Dreiecke QDF und QDE sind nach dem SSW Satz kongruent, da nach Vorraussetzung |QF| = |QE| ist und die beiden Winkel QED und QFD 90° groß sind. Außerdem teilen sich beide die Seite QD und diese ist die größte Seite in den beiden Dreiecken, weil der dazugehörige Winkel 90° ist. Daraus folgt, dass FDQ und EDQ gleich groß sind, d.h. das sie gleich der Hälfte von ADC sind. Darum muss dann QD die Winkelhalbierende von FDE, d.h. von ADC sein.

Definitionen:

α ist der Winkel CMH

β ist der Winkel NAD

γ ist der Winkel BAD
s ist die Strecke |AM|, also auch gleich |NC|  

Beweis das |QF| = |QE|:

Um |QF| zu berechnen muss man zuerst |AQ| berechnen:
AMQ = 180 – γ + α 
Begründung: AMQ = AMH + α und AMH = 180 – γ

MAQ = γ – β

Begründung: MAQ = MAD – β und MAD = BAD

AQM = 180 – AMQ – MAQ = 180 – (180–γ+α) – (γ–β) =  γ – α – γ + β = β – α

|AM|   = s 

Begründung: Festlegung

Nach dem Sinussatz gilt: 
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Da die Sinusfunktion periodisch ist, ist sin(180 – γ + α) = sin(γ – α).
Daraus folgt, dass 
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Da AQF ein rechtwinkliges Dreieck ist (da QF das Lot von Q auf AD ist), ist |FQ| = |AQ| * Sinus des Winkels QAF. Und weil QAF β ist, ist 
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Das gleiche für das Dreieck NQC, um |QE| herauszufinden:
NQC = AQM = β – α
Begründung: Gegenwinkel

CNQ = 180 – β
Begründung: BNA ist β und Nebenwinkel zu CNQ

QCN = α

Begründung: Stufenwinkel da MH || BC gilt
|NC|   = s

Begründung: Vorraussetzung

Nach dem Sinussatz gilt wieder:
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und  sin(180 – β) = sin(β) (  
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Da CQE auch ein rechtwinkliges Dreieck ist, ist |EQ| = |QC| * Sinus des Winkels QCE und QCE ist γ – α, da NCH = γ ist und NCQ = α der Nebenwinkel zu QCE ist.
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Wie man sieht ist |EQ| = |FQ|, deshalb ist DQ die Winkelhalbierende von ADC.

Nr.4 (Mit den natürlichen Zahlen sind hier die ganzen Zahlen ≥ 0 gemeint.)
Für b > 1 sind b und b + 1 teilerfremd, deshalb muss 
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 aufgehen, da sie den Reste des jeweils anderen Terms nicht abfangen können und das Ergebnis eine ganze Zahl sein soll.
Für b = 1 geht 
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 immer auf und kann deswegen nicht den Rest von 
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 auffangen. Deshalb kann man hier dieselben Regeln anwenden wie für den Fall b > 1.

Für b = 0 wird 
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 zu einem undefinierten Ausdruck.

Daraus folgt, dass a/b aufgehen muss und man deshalb a = n * b schreiben kann, wobei n eine ganze natürliche Zahl ist.

Außerdem muss a einen Rest von -1 zu (b + 1) haben, damit der zweite Ausdruck eine ganze Zahl ist. Deswegen kann man schreiben:

a ≡ nb ≡ – 1 mod (b + 1) also 

nb = – 1 + c(b+1) = cb + c – 1, wobei c eine natürlich Zahl größer 0 ist.

wenn man das nach n auflöst:

n = c + (c – 1)/b, da n, c und b ganze Zahlen sind, muss die Division aufgehen, also:

c ≡ 1 mod b also 

c = db + 1, wobei d eine natürlich Zahl ist.

das in die obere Gleichung eingesetzt:

n = c + (c – 1)/b = db + 1 + db/b = db + 1 + d = d(b + 1) + 1, also

a = bn = db(b + 1) + b
das in die Ausgangsgleichung eingesetzt: (b > 0)
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Daraus folgt:

Man kann mit diesem Ausdruck jede Zahl darstellen, die um zwei vermindert einen ungeraden Teiler hat oder anderes ausgedrückt, die um zwei vermindert keine Zweierpotenz ist, da nur Zweierpotenzen keine ungeraden Teiler haben.
Man kann also damit nicht solche Zahlen darstellen:
z = 2n + 2 (n Î N), also 3, 4, 6, 10, 18, 34, 66,…
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