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Hilfsmittel:

„Problem-Solving Strategies“ von Arthur Engel

„Bronstein“ zur Lösungsfindung bei der Aufgabe 3

Nr.1

Syntaxhinweis: ( soll die Gleichheit von Koordinaten darstellen

Punktspiegelungen werden mithilfe des Hilfssatzes 1 ausgeführt.

Ein Symmetriezentrum Z2 von f an einem anderem Symmetriezentrum Z1 von f gespiegelt ergibt wieder ein Symmetriezentrum Z2* von f, das auf der Linie durch die vorherigen liegt und den gleichen Abstand zu Z1 hat wie Z2.

Beweis:

Seien Z1(Z1x| Z1y) ( (Zx| Zy) und Z2(Z2x| Z2y) ( (Zx + kx| Zy + ky) zwei Symmetriezentren von f, A(Zx + kx + (x| Zy + ky + (y) ein Punkt auf f und A’(Zx + kx – (x| Zy + ky – (y) A an Z2 gespiegelt. Wenn man nun A, A’ und Z2 an Z1 spiegelt:

A(Zx + kx + (x| Zy + ky + (y) 
( A* (Zx – kx – (x| Zy – ky – (y)

A’(Zx + kx – (x| Zy + ky – (y) 
( A’* (Zx – kx + (x| Zy – ky + (y)

Z2(Zx + kx| Zy + ky)


( Z2* (Zx – kx| Zy – ky)

Z2* liegt in der Mitte von A* und A’*:
M ( ([(Zx – kx – (x) + (Zx – kx + (x)]/2| [(Zy – ky – (y) + (Zy – ky + (y)]/2) ( 

(Zx – kx| Zy – ky) ( Z2*
Da A, A’ und Z2 alle an einem Symmetriezentrum von f gespiegelt wurden und auf f liegen, liegen Z2*, A* und A’* auch auf f.

Da Z2* in der Mitte von A* und A’* liegt, ist dieser Punktspiegelzentrum von A* und A’*. Da A* jeder Punkt auf f sein kann und A’* immer auf f liegt, ist Z2* ein Symmetriezentrum von f.

Nach der Definition der Punktspiegelung liegt Z1 in der Mitte von Z2 und Z2*, also liegen alle drei auf einer Linie.

Der x- und y-Abstand zwischen Z1 und Z2 und zwischen Z1 und Z2* ist nach der Definition der Punktspiegelung (Hilfssatz 1) gleich.

f hat unendlich viele Symmetriezentren, die alle auf einer Geraden liegen und zwei aufeinanderfolgende Symmetriezentren haben immer den selben x- und y-Abstand.

Beweis: 

Seien S1 und S2 zwei Symmetriezentren von f. Aus diesen beiden Symmetriezentren kann man nun eine unendliche Menge von Symmetriezentren bilden, indem man jeweils (positive und negative x-Richtung) das zweit äußerste am äußerten Symmetriezentrum spiegelt. Diese liegen alle auf einer Geraden, da S1 und S2 auf einer Geraden liegen und durch Spiegelung daraus hervorgehender Punkt immer auch auf dieser Geraden. Da der x- und y-Abstand eines Punktes zum Spiegelzentrum gleich dem des gespiegelten Punktes zum Spiegelzentrum ist, ist der x- und y-Abstand zweier aufeinanderfolgender Symmetriezentrum immer gleich.

Anmerkung:

Wenn ich im weiteren von Symmetriezentren von f rede, meine ich damit diese Symmetriezentren, die man mit Hilfe von S1 und S2 konstruieren kann.

Der Geraden durch die Symmetriezentren kann man eine lineare Funktion zuordnen.

Sei Sn(Snx| Sny) ein beliebiges Symmetriezentrum von f, dann gilt für die Funktion, da sie durch die Symmetriezentren geht:

g(Snx) = Sny ( a* Snx + b = Sny

[E1]
Wenn man jetzt die lineare Funktion g von der Funktion f subtrahiert, dann ist die 

x-Koordinate der Symmetriezentren von f eine Nullstelle von f – g. (weil nach Voraussetzung für g an diesen Stellen gerade g = f gilt)

(weiter Nummer 1)

Beweis, dass die Punkte mit den x Koordinaten der Symmetriezentren von f Symmetriezentren der `Restfunktion´ f – g sind:

Seien A ein Punkt auf f, Z ein beliebiges Symmetriezentrum von f und A’ A an Z gespiegelt. Die dazu entsprechenden Punkte auf f – g sind:

Z(Zx| Zy) ( ZR (Zx| 0)

A (Zx + (x| Zy + (y) ( AR (Zx + (x| Zy + (y – g(Zx + (x)) 

und 

A’ (Zx – (x| Zy – (y) (A’R  (Zx – (x| Zy – (y – g(Zx – (x))

Da [E1] g(Snx) = Sny ( a* Snx + b = Sny gilt, gilt:

AR (Zx + (x| Zy + (y – g(Zx + (x)) ( (Zx + (x| Zy + (y – a*(Zx + (x) – b) ( 

(Zx + (x| Zy + (y – a*Zx – b – a* (x) ( (Zx + (x| (y – a* (x)

und analog dazu 

A’R(Zx – (x| Zy – (y – g(Zx – (x)) ( (Zx – (x| Zy – (y – a*(Zx – (x) – b) ( 

(Zx – (x| Zy – (y – a*Zx – b + a*(x) ( (Zx – (x| – (y  + a*(x)

Der Mittelpunkt M von A R A’ R  ist:

M ( ( [Zx + (x + Zx – (x]/2 | [(y – a* (x – (y + a* (x]/2 ) ( (Zx | 0) ( ZR 

Da ZR in der Mitte von AR und A’R liegt, ist er Punktspiegelzentrum von AR und A’R. Da A jeder Punkt auf dem Graphen f sein kann, d.h. AR jeder Punkt auf f – g sein kann, ist ZR ein Symmetriezentrum von f – g.

Da Z jedes Symmetriezentrum von f sein kann, folgt daraus, dass jedes Symmetriezentrum von f eine Entsprechung auf f – g hat. Also hat f – g unendlich viele Symmetriezentrum die alle auf der x-Achse liegen.

Zwischen zwei aufeinanderfolgenden Symmetriezentren liegt immer noch der gleiche x-Abstand, da dieser durch die Subtraktion unverändert bleibt.

Beweis, dass f – g periodisch ist:

Seien Z1(Z1x| 0) ( (Zx| 0)und Z2(Z2x| 0) ( (Zx + k| 0) zwei aufeinanderfolgende Symmetriezentren von f – g und A(Zx – (x| –(y) ein Punkt auf f – g:

A an Z1 gespiegelt:

A ( A’ (Zx + (x| (y)

An Z2 gespiegelt:

A’(Z + (x| (y) ((Z + k –(k – (x)| (y) ( A’’(Z + k +(k – (x)| ​–(y) ((Z + 2k – (x|​–(y)

Da an allen Punkten (Z + n*k| 0) (n ( Z) Symmetriezentren liegen, kann dieser Vorgang in beide Richtungen (positive und negative x-Achse) wiederholt werden. Da dies für jeden Punkt A gilt, bedeutet das, dass die Funktion f – g  2k periodisch ist.

Also ist die Funktion f – g ist periodisch, d.h. man kann schreiben f – g = p oder f = g + p.

Das bedeutet, dass f die Summe einer linearen und einer periodischen Funktion ist.

Anmerkung:

Das benutzen von nur zwei Symmetriezentren, hat zur Folge, dass der x-Abstand aufeinanderfolgender Symmetriezentren, d.h. die Periode der Funktion p unter Umständen nicht die kleinste mögliche ist. Allerdings war danach aber auch nicht gefragt.

Hilfssatz 1:

Der Punkt A(Sx + (x| Sy + (y) an S(Sx| Sy) gespiegelt ist A’(Sx – (x| Sy – (y).

Beweis:
Nach der Definition der Punktspiegelung, muss S in der Mitte von A’A liegen. Sei M die Mitte von A’A:

M ≡ ([(Sx + (x) + (Sx – (x)]/2  | [(Sy + (y) + (Sy – (y)]/2 ) ≡ (Sx| Sy) ≡ S

Damit ist bewiesen, dass S das Punktspiegelzentrum von A und A’ ist.

Nr.2

Beweis der Gleichheit der Folgen {a1, a2, a3...} mit a1 = 1, a2 = 1, a3 = 2 und 

an = (an-1*an-2 + 7)/an-3 für n > 3 und {b1, b2, b3...} mit b1 = 1, b2 = 1 und bn = k*bn-1 – bn-2 für n > 2 mit k = 5, wenn n gerade ist, sonst k = 3, mittels vollständiger Induktion:

Induktionsanfang:

a1 = 1




b1 = 1

a2 = 1




b2 = 1

a3 = 2




b3 = 3*1 – 1 = 2

a4 = (2*1 + 7)/1 = 9


b4 = 5*2 – 1 = 9

a5 = (9*2 + 7)/1 = 25


b5 = 3*9 – 2 = 25

a6 = (25*9 + 7)/2 = 116

b6 = 5*25 – 9 = 116

a7 = (116*25+7)/9 = 323

b7 = 3*116 – 25 = 323

a8 = (323*116+7)/25 = 1499

b8 = 5*323 – 116 = 1499

an = (an-1*an-2+7)/an-3


bn = k*bn-1 – bn-2 

für n > 3



für n > 2 mit k = 5 für n ( 0 (mod 2) sonst 3 

Die Gleichheit gilt also für die ersten 5 nicht definierten Werte der Folge.

Induktionsannahme: an-5 = bn-5, an-4 = bn-4, an-3 = bn-3, an-2 = bn-2 und an-1= bn-1 

Induktionsschluss: an = bn
Beweis:

Nach Definition ist:
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Wobei 
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 5 ist wenn n gerade ist, sonst 3, bei 
[image: image3.wmf]k

 ist es umgekehrt, also 3 wenn n gerade ist und sonst 5.

Es gilt an-3 = bn-3, an-2 = bn-2 und an-1= bn-1, wenn man dies jetzt einsetzt:
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Wenn man das dann ausmultipliziert:
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Definitionsgemäß ist 
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Durch umformen kommt man auf: 
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Da an-5 = bn-5, an-4 = bn-4, an-3 = bn-3, an-2 = bn-2 ist, gilt: 
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Wenn man das jetzt einsetzt:
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(weiter Nummer 2)

Es gilt ja nun nach Definition: 
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Wenn man dies einsetzt:
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Und nach Definition ist 
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Durch die Konstruktion der Folge {b1, b2, b3...} ist gesichert, dass bn immer ganzzahlig ist.

Beweis:

Induktionsanfang: b1 und b2 sind nach Definition der Folge ganzzahlig.

Induktionsannahme: bn-2 und bn-1 sind ganzzahlig.

Induktionsschluss: bn ist ganzzahlig

Beweis: bn ist k*bn-1 – bn-2 und da k, bn-1 und bn-2 wegen der Definition bzw. Induktionsannahme ganzzahlig sind und nur die Operatoren `*´ und `–´ in `k*bn-1 – bn-2´ vorkommen, ist bn auch ganzzahlig.

Da an = bn gilt, ist auch an immer ganzzahlig.

Nr.3
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Die Mittelsenkrechte von EF schneidet EF in M, AD in I und BC in J.

AO, DP, CR und BQ sind parallel zu IJ und gehen durch A bzw. D bzw. C bzw. B.

X ist der Lotfußpunkt von A auf IJ, Y der von D, U der von B und V der von C.

Die Dreiecke ABS und CDS sind ähnlich:

(CSD = (ASB 
weil sie Scheitelwinkel sind

(SDC = (SAB
wegen dem Peripheriewinkelsatz über der Sehne CB (Beweis unten)

( (SCD = (SBA

Das bedeutet: 
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Da in ähnlichen Dreieck entsprechende Strecken dasselbe Verhältnis haben, ist der Quotient der Höhen SF und SE auch f. Entsprechendes gilt für das Verhältnis von DF zu AE und CF zu BE. 

Sei (1 = (SEM und (2 = (SFM, dann gilt nach dem Sinussatz:
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[E1]
(weiter Nummer 3)

Da ES und FS Höhen sind, sind (AES = (DFS = 90°.

Sei nun ohne Beschränkung der Allgemeinheit:

(einfach A und B, C und D vertauschen) 

(MEA = 90° – (1 und (MFD = 90° – (2

(MEB = 90° + (1 und (MFC = 90° + (2

Die Winkel EMI, FMI, EMJ und FMJ sind 90°, da IJ die Mittelsenkrechte von EF ist. Weil IJ nach Voraussetzung EF halbiert ist auch EM = MF = g.

AE = a, da DF/AE = f ist, ist DF = f * a

BE = b, da BE/CF = f ist, ist CF = f * b

Sei AI = s1, ID = s2, JB = s3 und JC = s4
Da EF senkrecht auf IJ steht und AO und DP parallel zu IJ sind, sind die Winkel (MOA und (MPD 90°. Somit ist auch (AOE und (DPF 90°. Somit gilt:

EO = a * cos((MEA) = a * cos(90° – (1) = a * sin((1)

und

FP = f * a * cos((MFD) = f * a * cos(90° – (2) = f * a * sin((2)

Da nach [E1] sin((1) = f * sin((2) gilt, ist dann FP = f * a * sin((2) = a * sin((1) = EO

Also ist EO = FP.

Da OM = g – EO und PM = g – FP ist, gilt offensichtlich OM = PM.

Beweis, dass AXI kongruent zu DYI:

Da OM und AX senkrecht auf IJ stehen und AO parallel zu IJ ist, ist AX = OM. 

Da PM und DY senkrecht auf IJ stehen und DP parallel zu IJ ist, ist DY = PM.

Weil OM = PM gilt, ist auch AX = DY.

(IXA = (IYD = 90° da AX und DY Lote auf IJ sind.

(AIX = (DIY da es Scheitelwinkel sind

Also ist AXI kongruent zu DYI, was bedeutet, dass s1 = s2 gilt und damit auch, dass IJ, also die Mittelsenkrechte von EF, AD halbiert.

Es gilt (BEQ = (MEA und (CFR = (MFD, da sie Scheitelwinkel sind.

Da EF senkrecht auf IJ steht und QB und RC parallel zu IJ sind, sind die Winkel (MQB und (MRC 90°. Somit gilt:

EQ = b * cos((BEQ) = b * cos((MEA) = b * cos(90° – (1) = b * sin((1)

und 

FR = f * b * cos((CFR) = f * b * cos((MFD) = f * b * cos(90° – (2) = f * b * sin((2)

Damit ist nach [E1]  EQ = f * b * sin((2) = b * sin((1) = FR. Da QM = g + EQ und RM = g + FR ist, ist QM = RM.

Analog wie oben kann man damit beweisen, dass BJU und CJV kongruent sind und somit auch s3 = s4 gilt, also IJ BC halbiert.

Also halbiert die Mittelsenkrechte von EF die Seiten AD und BC. 

(weiter Nummer 3)

Beweis zum Peripheriewinkelsatz:

Peripheriewinkelsatz: In einem Dreieck über einer Sehne im Kreis ist der Peripheriewinkel immer gleich groß.

	Im normalen Fall:


	Im entarteten Fall:



	

	


	Bei beiden gilt: 

M ist die Mitte des Kreises ( MC = MA = MB = Radius des Kreises

( AMC und BMC sind gleichschenklig:

( MCA = (180 – (AMC)/2

( MCB = (180 – (BMC)/2

Außerdem ist ( = (AMB und ( = (ACB

Unterschiedlich:

	360 = (BMC + (AMC + (  da sie zusammen einen Vollwinkel bilden

( (BMC = 360 – ( – (AMC

( = ( MCA + ( MCB = 

(180 – (AMC)/2 + (180 – (BMC)/2 = 

(360 – (AMC – (BMC)/2 = 

(360 – (AMC – (360 – ( – (AMC))/2

= (/2 


	Ohne Beschränkung der Allgemeinheit liege A weiter bei C (A und B können einfach vertauscht werden)

(BMC = (AMC + (
( = ( MCA – ( MCB =

(180 – (AMC)/2 – (180 – (BMC)/2 = 

(–(AMC + (BMC)/2 =

(–(AMC + (AMC + ()/2 =

= (/2 




(Beide Winkel sind gleich groß und konstant.

Nr.4

I. Ist n in einer Teilmenge enthalten, dann ist n + (p – q) nicht darin enthalten.

Beweis:

Würde n und (n – q) + p in der selben Teilmenge enthalten sein, dann würden (n – q) + q = n und (n – q) + p in der selben Teilmenge liegen. Dies darf aber nach Voraussetzung nicht sein, da in jeder der Mengen A, B, C genau eine der Zahlen z, z + p, z + q liegt.

II. Ist n in einer Teilmenge enthalten, dann ist auch n + p + q darin enthalten.

Beweis:

Ohne Beschränkung der Allgemeinheit, kann man annehmen, dass n in A, n + p in B und n + q in C liegen, da die Mengenbezeichnungen vertauschbar sind. 

n, n + p und n + q müssen in verschiedenen Teilmengen liegen, da nach Voraussetzung z, z + p, z + q in unterschiedlichen Teilmengen liegen müssen.

Nun darf aber n + (p + q) = (n + p) + q = (n + q) + p nicht in B liegen, da sonst z und z + q in der selben Teilmenge liegen würden und darf auch nicht in der Teilmenge C liegen, da sonst z und z + p in der selben Teilmenge liegen würden.

Also bleibt nur noch die Teilmenge A.

III. Ist n in einer Teilmenge enthalten, dann ist auch n + 3p darin enthalten.

Beweis:

Ohne Beschränkung der Allgemeinheit, kann man annehmen, dass n in A, n + 2p + q in B und n + p + 2q in C liegen, da die Mengenbezeichnungen vertauschbar sind. 

Da n in A liegt, liegt nach II. auch n + p + q in A.

n + p + q, n + 2p + q und n + p + 2q müssen in verschiedenen Teilmengen liegen, da z, z + p, z + q in unterschiedlichen Teilmengen liegen müssen.

Jetzt kann nach I. n + 3p nicht in B liegen, da n + 2p + q + (p – q) = n + 3p gilt.

n + 2p kann nach I. nicht in A liegen, da n + p + q + (p – q) = n + 2p ist. n + 2p kann auch nicht in B liegen, da n + 2p + q schon darin liegt und sonst wären z und z + q in der selben Teilmenge. Also muss n + 2p in C liegen, was bedeutet, dass n + 3p nicht in C liegen kann, da sonst z und z + p in der selben Teilmenge liegen würden.

Deshalb muss n + 3p in A liegen.

IV. Ist n in einer Teilmenge enthalten, dann ist auch n + 3q darin enthalten.

Beweis: Analog zu III.

V. Ist n in einer Teilmenge ist, dann ist auch n + a(p + q) + 3pb + 3qc (mit a, b, c ( Z) darin enthalten.

Beweis:

Wegen II. ist in der Teilmenge von n auch n + (p + q) und n – (p + q) enthalten. Daraus folgt wieder, dass n + 2(p + q) und n – 2(p + q) darin enthalten ist, usw.

Durch wiederholtes anwenden, kommt man zu der Aussage, dass in der Teilmenge von n auch n + a(p + q) enthalten ist, wobei a jede ganze Zahl sein kann.

Analog dazu kann man verfahren, um zu beweisen, dass auch n + a(p + q) + 3pb + 3qc in der Teilmenge von n enthalten ist, wobei b und c wieder jede ganze Zahl sein können.

(weiter Nummer 4)

Nach dem Hilfssatz 2 gibt es zwei Zahlen x und y, für die gilt xp + yq = 1. Dies kann man mit 3r multiplizieren, wobei r ganzzahlig ist:

3xpr + 3yqr = (3p)xr + (3q)yr  = 3r

Nach V. ist in der Teilmenge von n auch n + a(p + q) + 3pb + 3qc = n + 3p(xr) + 3q(yr) = 

n + 3r enthalten. 

Da r jede Zahl seien kann und die Addition eines Vielfaches von 3 den Rest zu 3 nicht ändert, wobei es nur die drei Reste zu 3 gibt, nämlich 0, 1 und 2, müssen alle Zahlen in einer Teilmenge den selben Rest zu 3 haben.

Da nach II. in der Teilmenge von n auch n + (p + q) enthalten sein muss, muss (p + q) ein Vielfaches von 3 sein, damit der Rest zu 3 nicht geändert wird.

Da dies alles aus den Voraussetzungen folgt und diese damit fordern, dass p + q durch 3 teilbar ist, kann es keine Zerlegung geben, wenn p + q nicht durch 3 teilbar ist.

Damit wurde der Nachweis gebracht, dass wenn p + q nicht durch 3 teilbar ist, es keine Zerlegung gibt. Jetzt muss man nur noch zeigen, dass eine Zerlegung existiert, wenn p + q durch 3 teilbar ist:

Zerlege man Z so in drei Teilmengen, sodass in jeder Teilmenge alle Zahlen den selben Rest zu 3 haben.

Wenn p + q durch 3 teilbar ist, sind die Reste von p und q 1 und 2 (oder umgekehrt), da sich  die Reste zu 3 addieren müssen, damit p + q durch 3 teilbar ist und sie nicht beide 0 sein dürfen, weil das bedeuten würde, dass sie beide durch 3 teilbar sind, was aber wegen der Teilerfremdheit nicht sein kann.

Das bedeutet, dass p und q unterschiedliche, von 0 verschiedene Reste haben.

Da n, n + p und n + q paarweise verschiedene Reste zu 3 haben, liegen sie paarweise nicht in der selben Menge, d.h. diese Zerlegung voraussetzungsgemäß.

Damit wurde auch der Nachweis gebracht, dass es eine Zerlegung gibt, wenn p + q durch 3 teilbar ist.

(weiter Nummer 4)
Hilfssatz 2:

Wenn p und q teilerfremd und positiv sind, dann hat die Gleichung xp + yq = 1 ganzzahlige Lösungen für x und y.

Beweis:

xp + yq = 1 kann man umformen zu xp = 1 – yq.

Dies kann man modulo q betrachten:

xp = 1 – yq ( xp ≡ 1 (mod q)

Jetzt kann man zeigen, dass xp alle Reste zu q zwischen 1 und (q – 1) (einschließlicht 1 und (q – 1)) einnimmt, wenn x zwischen 1 und (q – 1) (einschließlicht 1 und (q – 1)) liegt:

Da x zwischen 1 und (q – 1) liegt und p und q teilerfremd sind, kann xp nicht durch q teilbar sein, d.h. nicht den Rest 0 haben.

Da es damit nur noch (q – 1) mögliche Reste gibt und x nur (q – 1) verschiedene Werte annehmen kann, muss man nur zeigen, dass xp für zwei oder mehr verschiedene x nicht den gleichen Rest hat.

Es müsste ja dann gelten, 

x1p ≡ x2p (mod q) ( x1p – x2p ≡ 0 (mod q) was bedeutet:

x1p – x2p = q*r ( (x1 – x2)p = q*r
(r ist dabei eine ganze Zahl)

Da q teilerfremd zu p ist, muss r ein Vielfaches von p sein, also kann man 

r/p = s setzen, wobei s eine ganze Zahl ist:

(x1 – x2)p = q*r ( (x1 – x2) = q*(r/p) ( x1 – x2 = q*s

Da x1 ≠ x2 seien soll und q > 0 ist, darf s nicht 0 sein.

Ohne Beschränkung der Allgemeinheit kann man annehmen, dass x1 > x2 ist, was bedeutet, dass x1 – x2 > 0 ist, dies bedeutet wiederum, dass q*s positiv ist und da q positiv ist, muss s auch positiv sein. Also gilt s > 0.

Durch umformen kommt man auf: 

(man kann annehmen, dass x1 und x2 positiv sind, da sie zwischen 1 und (q – 1) liegen)

x1 – x2 = q*s ( x1 = q*s + x2 ( x1 > q*s > q + q*(s – 1)

und da s > 0 ( s – 1 ( 0 ist, gilt:

x1 > q + q*(s – 1) > q

Dies aber widerspricht der Voraussetzung, dass x zwischen 1 und (q – 1) liegt. Also gibt es keine zwei oder mehr x mit der Eigenschaft, dass xp den selben Rest zu q hat und deswegen nimmt xp alle Reste zwischen 1 und (q – 1) an.

Da xp alle Reste zwischen 1 und (q – 1) einnimmt, nimmt xp insbesondere auch den Rest 1 ein:

xp ≡ 1 (mod q) ( xp = 1 + nq = 1 – yq ( xp + yq = 1
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