Yasin Zahringer

Verwendete Literatur:
”Taschenbuch der Mathematik” (”Bronstein”)

S.30, 1.4.2.3 und S.405, 6.1.5.3.3 zur Losungsfindung fiir Hilfssatz 2
Programme:

”Zirkel und Lineal” (Z.u.L.) fiir die Zeichnungen der Aufgabe 3

Seite 1 von 9



Hilfssatz 1 zu Aufgabe 1 Yasin Zahringer

Zum Syntaz: a mod b berechnet den Rest, den die Zahl a bei der Division durch b lisst.
> icm @ bezeichnet die Summe aller Zahlen der Menge M.
N=1{0,1,2,...}

Hilfssatz 1

Der Elferrest der Summe aller Zahlen wird durch einen Spielzug nicht verdndert.

Beweis:

Satz 1: Jede Zahl n € N lisst sich eindeutig so darstellen: n = 11a + b, mit a,b € N und b < 11.
Dabei ist b der Elferrest und nach Voraussetzung gilt fiir diesen, dass n — b durch 11 teilbar ist.
Daher ist a = (n — b)/11.

Satz 2: Die Addition von 11z, z € Z zu einer Zahl n € N (—n < 11z) dndert den Elferrest der Zahl
n nicht. Das sieht man direkt aus Satz 1, da b unverindert bleibt.

Sei M eine endliche Menge natiirlicher Zahlen, die paarweise verschieden sind. Sei T eine Teilmenge
von M.

Ein Spielzug im Sinne der Aufgabe besteht darin, die Zahlen der Menge T aus der der Menge M zu
entfernen und den Elferrest der Summe der Zahlen in T der Menge M hinzuzufiigen.

Die Summe aller Zahlen der Menge M ohne T:

=) i)

ieM\T ieM ieT

Der Elferrest der Summe aller Zahlen in T ist (},.p4) mod 11 und damit ist die Summe aller
Zahlen nach einem Spielzug:

di->i+ (Zz) mod 11

iEM i€T i€T

Wendet man nun darauf mod 11 an:

<Zi—2i+ (Zz) mod 11) mod 11

i€M €T icT

Satz 1 sagt aus, dass es eine Zahl a gibt, fiir die gilt:

D i=1la+ <Zz> mod 11

€T ie€T

Damit ergibt sich unter Verwendung von Satz 2 (11a < )7, i < ), 6, da T C M C N):

<Zi -y i+ <Zz> mod 11) mod 11

€M ieT i€T

- (%ﬂz - <1la+ <;z> mod 11) + <§z> mod 11) mod 11
= (Zz - 11a> mod 11 = <Zz) mod 11

1€EM 1€M

Das bedeutet, dass der Elferrest der Summe aller Zahlen durch einen Spielzug nicht verindert
wurde.
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Aufgabe 1 Yasin Zahringer

Aufgabe 1

Berechnung einer méglichen Zahl, die neben der 1000 an der Tafel steht:
Wiahlt man beim ersten Spielzug alle Zahlen zwischen 1 und 2004 ohne die 1000, dann steht neben
der 1000 noch die

2004
2004 * 2005
(-1000 +3° 2> mod 11 = <—1000 + ;) mod 11 = 2008010 mod 11 = 4
=1

an der Tafel. (Dabei wurde Y1 i = n(n + 1)/2 verwendet)

Beweis, dass es keine andere sein kann:

Die 1000 kann kein Elferrest sein, da 1000 > 11 gilt. Wenn sie am Ende noch an der Tafel stehen
soll, darf man sie nicht 16schen, d.h. man darf sie nie in einem Spielzug verwenden.

Deswegen kann man sich auf die Zahlen zwischen 1 und 2004 ohne die 1000 beschrinken.

Nach Voraussetzung werden diese Zahlen durch Spielziige auf nur eine Zahl reduziert.

In Verbindung mit dem Hilfssatz 1 folgt daraus, dass der Elferrest der Summe dieser Zahlen gleich
dem der Zahl am Ende ist. Das am Anfang immer die gleichen Zahlen verwendet werden, hat damit
zur Folge, dass die Zahl am Ende immer den selben Elferrest hat.

Die Zahl am Ende muss ein Elferrest sein, also zwischen 0 und 10 liegen, da man mindestens ein
Spielzug braucht um die Anzahl der Zahlen zu reduzieren.

Deswegen kann nur eine bestimmte Zahl neben der 1000 stehen, die unabhingig von den Spielziigen
des jeweiligen Spiels ist.

Deswegen kann nur die 4 neben der 1000 stehen.
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Aufgabe 2 Yasin Zahringer

Aufgabe 2

Seien hg, hy und h, die Hohen auf die entsprechenden Seiten. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit
kann man annehmen, dass

hg + hy = he (1)

gilt, da man die Seiten (und damit auch die Héhen) beliebig benennen kann.
Die Fliche F eines Dreiecks ist das halbe Produkt der Hohe und der dazugehdrenden Seite, also:

1 1 1
F = §haa = §hbb = Eh/cc (2)
Wenn das Dreieck entartet, also wenn F' = 0 wird, gilt die Behauptung der Aufgabe nicht mehr.
Ein Beweis dafiir ist auf der nichsten Seite. Im Weiteren kann man annehmen, dass F' # 0 gilt.
Teilt man nun die Gleichung 1 durch F', dann ergibt sich:

ha + hb = hc |/F
ha hb _ hc
“FTFTF
. 2 2 2
(wegen Gleichung 2) = - 4+ T | % abe
a c
= 2bc + 2ac = 2ab
= 2ab — 2bc — 2ac =0 (3)

Betrachtet man nun (a + b — ¢)?, dann ergibt sich:

(a+b—c)? =a®> + b+ + 2ab — 2bc — 2ac = a4+ b+
~~
wegen Gleichung 3
Da a, b und ¢ nach Voraussetzung ganze Zahlen sind, ist auch (a +b— ¢) eine ganze Zahl. Aufgrund
der Dreiecksungleichung gilt a + b > ¢ und damit auch a +b — ¢ > 0.

Das bedeutet, dass solange das Dreieck nicht entartet, a® + b* + ¢2 = (a + b — ¢)? eine Quadratzahl
ist.
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weiter Aufgabe 2 Yasin Zahringer

Die Behauptung der Aufgabe gilt nicht in entarteten Dreiecken (aufler fiir den Fall a = b= ¢ = 0).
Beweis:

Das Dreieck kann entarten, da mit den Winkeln o = 8 = 0° und v = 180° alle Hohen gleich 0 sind
(ergibt sich aus h, = b*sin(vy), usw. mit sin(0°) = sin(180°) = 0) und damit auch h, +hp = h, =0
gilt.

Wenn das Dreieck entartet, gilt Gleichheit in der Dreiecksungleichung. Man kann deswegen ohne
Beschrinkung der Allgemeinheit annehmen, dass a + b = ¢ gilt. Daraus folgt, dass a® + b* + ¢ =
a? + b2 + (a + b)? = 2a® + 2b2 + 2ab ist.

Annahme: Sei a? 4+ b? + ¢ = 2a? + 2b* + 2ab = 22, also eine Quadratzahl

Dann folgt daraus:

.272

2a* + 2b® 4+ 2ab = 2(a + b)® — 2ab = 2> = (a+b)2—ab:? (4)
Da auf der linken Seite nach Voraussetzung ganze Zahlen stehen, muss auch auf der rechten Seite
eine ganze Zahl stehen, d.h. dass 22 und damit auch = durch zwei teilbar ist. Also gibt es ein z; € N,
sodass gilt x = 2x4:

2 2
(a+b)2—ab:%:2x% #W:x%

Da auf der rechten Seite eine ganze Zahl steht, muss auf der linken Seite auch eine ganze Zahl
stehen, d.h. (a+b)% — ab ist durch zwei teilbar. Daher miissen (a+ b)? und ab entweder beide gerade
oder ungerade sein. Ein Produkt ist nur dann ungerade, wenn beide Faktoren ungerade sind, d.h.
wenn das Produkt ab ungerade ist, ist die Summe a+b gerade. Also kénnen nicht beide ungerade sei,
d.h. sie miissen beide gerade sein. Da nicht beide Faktoren des Produkts ab ungerade sein kénnen
und die Summe gerade sein soll, miissen @ und b gerade sein. D.h. es gibt zwei Zahlen a;, by € N
fiir die gilt: @ = 2a; und b = 2by. Also:

(a+0b)?—ab

9 = 2(@1 + b1)2 — 2@11)1 = ZU%

Damit hat man wieder die selbe Form wie in Gleichung 4. D.h. man kann diesen Zyklus immer
weiter fithren, was nach sich zieht, dass a, b und = unendlich oft durch zwei teilbar sind. Dies ist
aber aufler fiir den Trivialfall @ = b = x = 0 nicht moglich, daher muss die Annahme 2a? + 2b2 + 2ab
sei eine Quadratzahl fiir a oder b ungleich 0 falsch sein. ("Infinite Descent’)
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Aufgabe 3 Yasin Zahringer

Aufgabe 3

Beide Sechsecke werden wie dieses in zwei kongruente Dreiecke und ein Viereck zerlegt:

ABCDEF ist nach Voraussetzung ein regelméfliges Sechseck. Fiir die Zerlegung gilt:
I. AB=BC=CD=DE =FEF = FA, da ABCDEF ein regelméfiges Sechseck ist.

II. ZCBA=4DCB = /EDC = LFED = LAFE = /BAF =720°/6 = 120°, weil ABCDEF
ein regelméfies Secheck ist.

III. AC = AE, aus Symmetriegriinden.

IV. Die Dreiecke ABC und EF A sind gleichschenklig (wegen I) und kongruent zueinander (Kon-
gruenzsatz SSS, wegen I und III).

V. ZBAC = ZACB = /ZFEA = /ZEAF = (180° — 120°)/2 = 30°, da die Dreiecke ABC und
EF A nach IV gleichschenklig sind und nach II ZCBA = ZAFE = 120° gilt.

VI. 4DCA=ZLAED = /DCB — LACB = /ZFED — ZFEA =90°, nach Il und V.
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weiter Aufgabe 3 Yasin Zahringer

Und so wieder zusammengesetzt:

-
k.

Fasl
=

A D B

Weil die beiden Vierecke ADGF und DBEG vom gleichen Typ sind, gibt es die Strecke DG.
AB ist eine Strecke, auf der D liegt, da nach VI ZGDA + ZBDG = 180° gilt.

. Aus a und b folgt, dass ABEGF ein Fiinfeck ist.

Da ZEGF = 120° (nach II) der Komplementérwinkel von ZFGE = ZDGE + LFGD =
120° +120° = 240° (nach II) ist, passt das Dreieck FGE ohne Uberschneidungen oder Liicken
in die Einbuchtung FGE des Fiinfecks ABEGF'.

Nach T ist die Strecke FG des Dreiecks FGE und des Vierecks ADGF gleich grof8. Dies gilt
aus dem selben Grund auch fiir die Strecke EG des Dreiecks FGE und des Vierecks DBEG.
Daher ist ABEF ein Viereck.

FEC ist ein gleichseitiges Dreieck, da die 3 gleichschenkligen Teildreiecke vom gleichen Typ,
also paarweise kongruent sind und der Winkel in H nach IT 3 * 120° = 360° grof} ist.

Da die Dreiecke FEH und FGE vom gleichen Typ sind, gibt es die Strecke FE.
Wegen e, fund g ist ABECF ein Fiinfeck.

. AC ist eine Strecke auf der F' liegt, da ZAFC = /AFG + /GFE + /EFH + /HFC =

90° + 3 % 30° = 180° (nach VI und V) ist. Analog kann man zeigen, dass BC eine Strecke ist,
auf der F liegt.

Aus h und ¢ folgt, dass ABC' ein Dreieck ist.
Nach III gilt AF = FC = CE = EB = BD = DA, d.h. ABC ist ein gleichseitiges Dreieck.

Also gibt es eine Zerlegung zweier kongruenter Sechsecke, die sich liickenlos und iiberschneidungsfrei
zu einem geleichseitigen Dreieck zusammensetzen lasst.
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Hilfssatz 2 zu Aufgabe 4 Yasin Zahringer

Hilfssatz 2

Seien , y und z positive reele Zahlen, dann gilt 2° + ¢ + 2® > 3zy2z und nur unter der Bedingung
« =y = z sind beide Seiten gleich.

Beweis:

Seip=4%undq= % (z,y, z > 0, also auch p, ¢ > 0), dann soll gelten: 3 + z3p? + 23p>¢> > 323p%q
oder da = > 0: 1+ p® + p3¢® > 3p%q

Fasst man nun 1+ p® + p3¢® — 3p?q als Funktion f von p (> 0) auf, dann soll gelten: f(p) >0
Fiir das Minimum der Funktion f(p) braucht man jetzt die Nullstellen der Ableitung:

f'(po) = 3p5(1 +¢°) — 6pog = 0
S po(l+¢*)—2¢=0 da pg > 0 nach Voraussetzung
2q

i d da ¢ > 0 nach Voraussetzung

< Po =

Um nachzuweisen, dass an der Stelle py ein globales Minimum der Funktion f(p) vorliegt, muss
man sich die erste Ableitung genauer anschauen:

f'(p) =3p° (14 ¢*) — 6pg = 3p((1 + ¢*)p — 2q)

fllp)>0& (1+¢*)p—2¢>0 fiir p> py
fllp) <0 (1+¢*)p—2¢<0 fiir0<p<po

Die stetige Funktion f(p) ist also im Intervall ]0, po[ streng monoton fallend und im Intervall |py, co[
streng monoton wachsend. Also ist an der Stelle py das globale Minimum der Funktion f(p), das
nur in diesem Punkt angenommen wird.

f(po) ist:
ng 12(]3
=1 3 1 3\ _ 2 =1 —

fpo) =14+po(1+a7) =3p0a = 1+ 57 — 75 )2
4 (4 —4¢

(14¢3)? (1+4¢%)

(1 _ q3)2

e = ?

Das globale Minimum der Funktion ist grofler gleich 0, also ist die ganze Funktion tiberall grofler
gleich 0.

Wegen Gleichung 5 kann f(p) fiir ¢ # 1 nicht 0 werden, da das globale Minimum positiv ist. Wenn
g = 1 ist, kann die Funktion f(p) nur fir po = ﬁ = 1 Null werden, da an der Stelle pg das globale
Minimum ist und dies nur dort angenommen wird.

Das bedeutet 1+ p? + p>¢® > 3p?q, also 23 +y> + 2% > 3zyz gilt und Gleichheit tritt nur ein, wenn
lzp:%:qzi,d.h.x:y:zgilt.
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Aufgabe 4 Yasin Zahringer

Aufgabe 4

Habe der urspriingliche Wiirfel die Kantenliinge a. Sei n die Anzahl der Quader.

Jeder Quader wird eindeutig durch seine 3 Kantenldangen z, y und z beschrieben, d.h. die Zerlegung
des Wiirfels in Quader kann man eindeutig beschreiben, indem man festlegt, dass z;, y; und z; die
Kantenlidngen des i-ten Quaders sind.

Da durch die Zerlegung das Gesamtvolumen unveréindert bleibt, muss dann gelten:

a’ = Zmzyzzz (6)
i=1

Nach Voraussetzung gilt, dass das Umkugelvolumen des Wiirfels gleich der Summe der Umkugel—
volumen der Quader ist, d.h.: (mit dem Volumen V einer Kugel mit dem Radius r: V = gm“ und

der Raumdiagonalen R eines Quaders R = \/z2 + y? + 22

4(“3*)24(ﬁ) (1)

3 2 3 2

i=1
n

= (ﬁa)gzz<\/x?+y?+z§>3 |/(V3)*
:2:;</7x2—%+z2> ™)

Zieht man nun die Gleichung 6 von der Gleichung 7 ab, ergibt sich:

a3 — a3 =0= Z <\/W> szyzzz - Z (W) — LiYizi (8)

i=1 =1

Mit ¢ = /2%, y = {/y? und z = {/z7 ergibt sich aus dem Hilfssatz 2 (x;, y;, z; sind positiv, da sie
Liangen darstellen):

@+ y? + 20 =al +yl + 2 > 3¢ ady?? = 3wyz /3 |

3
3 .7 2
2 1 2 22
= <W> > TiYiZ;

3
2 2 2
= <W> — Yz > 0 9)

Nach Gleichung 9 sind alle Summanden in Gleichung 8 nichtnegativ. Da die Summe aller Summan-
den 0 sein soll, muss jeder einzelne Summand 0 sein. Wére dies nicht so, wére die Summe grofler
als eine positive Zahl und daher nicht 0.

Das bedeutet aber nach Hilfssatz 2, dass © = y = z, also auch z; = y; = z; fiir alle ¢ gelten muss,
was wiederum bedeutet, dass alle Quader Wiirfel sind.

Nlw
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