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Aufgabe 1 (Hilfssatz 1) Yasin Zshringer

Fiir diese Aufgabe ist es sinnvoll die natiirlichen Zahlen als die positiven ganzen Zahlen zu definieren.

Hilfssatz 1 (Anzahl der Teiler einer natiirlichen Zahl)

Es sei n eine natiirliche Zahl, die die eindeutige Primfaktorzerlegung n = pi** - p§'*---pir =
[T;_, p* hat, wobei p; paarweise verschiedene Primzahlen und m; natiirliche Zahlen sind. Dann
ist die Anzahl ihrer Teiler 7(n) gleich

Beweis

Fiir n = 1 stimmt die Aussage, da n nur den einen Teiler 1 hat und []_, (m; 4+ 1) gleich dem leeren
Produkt, also auch eins ist.
Sei z eine natiirliche Zahl, die n > 1 teilt. Dann muss man z so darstellen kénnen:

r
£ = pr mit 0 < ¢; < m; und ¢; ganz (1)
i=1

Wiirde z andere Primfaktoren enthalten, wiirden diese n nicht teilen und damit wére n/z nicht
ganzzahlig, d.h. z wire kein Teiler von n. Wére ein oder mehrere t; > m;, wire n/z auch wieder
nicht ganzzahlig, da z/p]"* gegeniiber n/p;"* noch den Primfaktor p; hat.

AuBerdem sind alle durch Gleichung 1 beschriebenen Zahlen Teiler von n, da n/z = [[;_, p
mit m; — t; > 0 gilt, d.h. n/z ist ganzzahlig.

Da t; m; + 1 verschiedene Werte annehmen kann, alle ganzzahligen zwischen 0 und m;, kénnen
mit Gleichung 1 [];_, (m; + 1) verschiedene Zahlen dargestellt werden. Weil Gleichung 1 genau alle

Teiler darstellt, gilt somit fiir die Anzahl der Teiler 7(n):

mi—t;
%

T

7(n) = [J(mi +1)

i=1
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Aufgabe 1 Yasin Zshringer

Fiir eine natiirliche k-typische Zahl n, die die Teiler ¢; hat, gilt, dass ¢; — 1 fiir alle ¢ durch k& teilbar
ist. Dies folgt direkt aus der Definition fiir k-typische Zahlen.

Aufgabe 1

Teilaufgabe a:

Fiir n = 1 stimmt die Aussage, da 7(1) = 1 fiir alle k k-typisch ist und 1* = 1 gilt.

Sei n = [];_, pi"' eine natiirliche Zahl gréBer 1, deren Teileranzahl 7(n) = [];_, (m; + 1) k-typisch
ist, dann bedeutet das, dass insbesondere alle (m; + 1) — 1 = m; durch k teilbar sind, da alle
(m; + 1) Teiler von 7(n) sind. Das wiederum bedeutet, dass fiir alle m; eine natiirliche Zahl d;

existiert, sodass m; = k - d; gilt. Daraus folgt, dass sich n so darstellen lisst:

r r r k .
. (Hp;lf> IV |
i=1 i=1 i=1 i=1

z ist dabei eine natiirliche Zahl, da alle d; natiirliche Zahlen sind. Also ist n eine k-te Potenz einer
natiirlichen Zahl.

Daher sind alle natiirlichen Zahlen mit einer k-typischen Teileranzahl k-te Potenzen natiirlicher
Zahlen.

Teilaufgabe b:

Sei k eine natiirliche Zahl grofier 2 und sei p eine Primzahl. Sei nun

k(k—2)

bo2)f o D),

n:(p

dann ist n eine k-te Potenz einer natiirlichen Zahlen ungleich 1 (k—2 > 0). Nun gilt fiir die Anzahl
der Teiler:

1
7(n) :H(m,-+1) =k(k—2)+1=k -2k+1=(k—-1)
i=1
Also wird die Anzahl der Teiler dieser k-ten Potenz von k—1 geteilt, d.h. aber sie ist nicht k-typisch,

da fiir ¥ > 2 k nicht k£ — 1 teilen kann (fir £ > 2 gilt immer ggt(k,k — 1) = 1). Da dies fiir alle
k > 2 gilt, ist die Umkehrung von a) fiir k£ > 2 falsch.
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Aufgabe 2 Yasin Zshringer

Aufgabe 2

Sei s; die Linge der i-ten Sehne und sei n die Anzahl der Sehnen. Dann ist die Aufgabenstellung
Aquivalent zur Ungleichung Y"1 s; < k- .

Jeder Sehne (die nicht ein Durchmesser ist) kann eindeutig ein Kreisbogen zugeordnet werden, der
auf der Peripherie des Kreises liegt und die Schnittpunkte der Sehne mit dem Kreis so verbindet,
dass nicht der Mittelpunkt des Kreises vom Kreisbogen und der Sehne eingeschlossen wird. Bei
einem Durchmesser kann man von den beiden Kreisbdgen/Halbkreisen einen willkiirlich auswihlen
(beide sind gleichberechtigt) und einen Endpunkt des Halbkreises entfernen.

Hier wird der Sehne AB ein Kreisbogen AB zugeordnet.

Ersetzt man jede Sehne durch so einen Kreisbogen, dann dndert diese Operation nichts an der
Eigenschaft, ob ein Durchmesser Punkte mit einer Sehne gemeinsam hat, sie verschiebt sie nur auf
die Kreisperipherie.

Jeder Kreisbogen einer Sehne, die kein Durchmesser ist, hat maximal einen Schnittpunkt mit einem
Durchmesser, da Sehne und Durchmesser nur 0, 1 oder unendlich viele Punkte gemeinsam haben
konnen, letzteres aber ausgeschlofen ist und da die Eigenschaft bei dieser Operation erhalten bleibt
(die Schnittpunkte werden nur verschoben).

Der Kreisbogen einer Sehne, die ein Durchmesser ist, hat maximal einen Schnittpunkt mit einem
Durchmesser, wenn dieser nicht die Basis des Halbkreises ist (gleiche Begriindung wie oben). Da
ein Endpunkt des Halbkreises entfernt wurde, hat die Basis des Halbkreises auch nur einen Punkt
mit ihm gemeinsam.

Also hat jeder Kreisbogen maximal einen Schnittpunkt mit einem Durchmesser.

Sei b; die Linge des i-ten Kreisbogens der die i-te Sehne ersetzt, dann gilt s; < b;, da Geraden in
der euklidischen Geometrie die kiirzesten Verbindungen von zwei Punkten sind und der Kreisbogen
nicht mit der Geraden/Sehne identisch ist, aber die selben Endpunkte verbindet. Dies gilt auch fiir
eine Sehne die ein Durchmesser ist, da ein Punkt bei der Lingenmessung keine Rolle spielen.

Da > " | s; < iy b; gilt, reicht es um Y " | s; < k-7 zu beweisen, » ", b; < k-7 zu zeigen:
Zieht man nun einen bebliebigen Durchmesser, wihlt einen der beiden entstehenden Halbkreise aus
und tiberfiihrt die Kreisb6gen und Kreisbogenstiicke des anderen Halbkreises in den ausgewihlten
durch Punktspiegelung am Mittelpunkt des Kreises, dann liegen diese gespiegelten Kreisbdogen und
Kreisbogenstiicke wieder auf der Kreisperipherie und es sind nur noch im ausgewéhlte Halbkreis
Kreisbogen. Bei dieser Operation werden Kreisbogen, die mit dem ausgewé#hlten Durchmesser einen
Punkt (mehr geht nicht) gemeinsam haben (maximal k), in zwei Stiicke geteilt, d.h. die Anzahl der
Kreisbogenstiicke nimmt um maximal k zu, die Gesamtlénge der Kreisbogen bleibt aber gleich, da
die Punktspiegelung langenerhaltend ist. Die Anzahl der Sehnen mit denen ein Durchmesser ein
Punkt (mehr geht nicht) gemeinsam hat, bleibt bei dieser Operation gleich, da ein Durchmesser bei
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weiter Aufgabe 2 Yasin Z#hringer

einer Punktspiegelung am Kreismittelpunkt auf sich selbst abgebildet wird.

Da man die Hélfte des Durchmessers im nicht ausgewéhlten, leeren Halbkreis vernachléssigen kann
(den Fall, wo der Durchmesser mit der Basis des ausgewéhlten Halbkreises identisch ist, kann man
vernachlissigen, da eine endliche Anzahl von Punkten (0-dimensionale Gebilde) bei der Langenmes-
sung keine Rolle spielen), hat der Radius im ausgewéhlten Halbkreis maximal & Schnittpunkte mit
Kreisbogen auf der Kreisperipherie, d.h. die Gesamtlénge der Kreisbogen ist durch £ mal die halbe
Kreisperipherie (Halbkreis) nach oben beschréinkt. In Formeln heifit das unter Beriicksichtigung von
r=1

> bi<k-2m)/2=k-n
=1

Da Y7, si < i, b; gilt, folgt daraus:

zn:si<k-7r
i=1

Also ist Gesamtlénge der Sehnen kleiner & - 7.
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Aufgabe 3 Yasin Zshringer

Bei Winkeln ist die positive Drehrichtung im Gegenuhrzeigersinn.

Aufgabe 3

Zeichnung 2: Gezeichnet mit ¢ = /My AM; = 90°
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weiter Aufgabe 3 Yasin Z#hringer

Zeichnung 4: Gezeichnet mit ¢ = ZMyAM; > 90°

In den Zeichnungen sind M; und M, die Mittelpunkte der Kreise k; und ks und E ist der Schnitt-
punkt von AC, mit BD (sofern er existiert).

Die einzigen Parameter bei dieser Konstruktion sind der Abstand der Kreise und ihre Radien. Wenn
diese gegeben sind, ist die Konstruktion eindeutig beschrieben. Dabei sind diese nicht ginzlich frei,
da fiir das Dreieck AM,AM, die Dreiecksungleichungen gelten und D # B und D # C} sein soll.
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weiter Aufgabe 3 Yasin Z#hringer

Seien
x=MA (2)
y=DMA (3)
d = My, (4)
und (25 = ZMQAMl, (5)

also die Radien der Kreise k; und ky, der Abstand der Mittelpunkte und der Schnittwinkel der
Radien im Punkt A, dann gilt der Zusammenhang:

d? = 22 +y? —2xycosd (6)

Kosinussatz

Bei gegebenen d lisst sich daraus ¢ brechnen und umgekehrt, d.h. zur vollstdndigen Charakterisie-
rung der Konstruktion reichen die Groflen z, y und ¢.

x und y kénnen dabei beliebig sein, ¢ muss dagegen im Intervall ]0°; 180°[ liegen, damit AMyAM,
ein Dreieck ist. d ist reell, da x? + y?> — 2zy cos ¢ > 2% + y* — 2zy = (v — y)? > 0 gilt.

Es gilt
ZM>AB < 90° bzw. ZBAMs < 90°, (7)

da ein Winkel kleiner 180° ist, denn beide erginzen sich zu 360° und ZM;AB = /BAM> = 180°
bedeuten wiirde, dass A, B und M, auf einer Linie liegen, was aber nur dann sein kann, wenn die
Punkte A und B zusammenfallen, d.h. die Kreise sich nur beriihren, da AB aufgrund der Spiegel-
symmetrie des Vierecks Cy BCy A an M; Ms senkrecht auf M; M, steht . Dies widerspricht aber der
Voraussetzung, dass die Kreise zwei unterschiedliche Schnittpunkte haben sollen. Gleichung 7 folgt
dann daraus, dass das Dreieck ABM>A (bei ZM>AB < 180°) bzw. AAM>B (bei ZBAM, < 180°)
ein gleichschenkliges Dreieck ist (AM; und AM, sind Radien von ks) und daher ZMyAB = ZABM,
bzw. /ZBAMy = /M>BA gilt. Wire ZM>sAB > 90° bzw. /ZBAM; > 90°, dann wire die Innen-
winkelsumme des Dreiecks ABM>yA bzw. AAM,B grofler 180°. Gleichheit wiirde bedeuten, dass
/ZBM>A bzw. ZAM,B 0° wire, was wiederum bedeutet, dass A, B und M, auf einer Linie liegen,
was aber, wie oben schon gezeigt wurde, nicht sein darf. Daher gilt Gleichung 7.

Analog kann man zeigen, dass

/BAM, < 90° bzw. ZMyAB < 90° (8)

gilt.

Wenn ¢ < 90° gilt, dann liegt von C} A ausgehend der Punkt B auf der gleichen Seite, wie der
Punkt M;. Das liegt daran, dass ZM,AC; = 90° gilt, da die Tangente AC) in A an ko senkrecht
auf dem Radius AM, steht. Auflerdem gilt ZMsAB < 90° bzw. ZBAM, < 90° (Gl. 7 (S. 8)) und
nach Voraussetzung ist ¢ = ZM>sAM; < 90° (Gl. 5 (S. 8)). Analog kann man zeigen, dass von Cs A
ausgehend der Punkt B auf der gleichen Seite liegt, wie der Punkt Ms.

Wenn ¢ > 90° gilt, dann liegt von C7 A ausgehend der Punkt B nicht auf der gleichen Seite, wie der
Punkt M;. Das liegt daran, dass ZM;AC; = 90° gilt, da die Tangente AC in A an ko senkrecht
auf dem Radius AM, steht. Aulerdem gilt ZMsAB < 90° bzw. ZBAM, < 90° (Gl. 7 (S. 8)) und
nach Voraussetzung ist ¢ = LM AM; > 90° (Gl. 5 (S. 8)). Analog kann man zeigen, dass von Cs A
ausgehend der Punkt B nicht auf der gleichen Seite liegt, wie der Punkt Ms.

Sei
a=LCyAC 9)
Dann gilt fiir a:

a=180°— ¢ (10)
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weiter Aufgabe 3 Yasin Z#hringer

Beweis

£LM>AC) = 90° nach Voraussetzung, da AC, die Tangente an den Kreis ks im Punkt A ist.
ZCy AM; = 90° nach Voraussetzung, da AC, die Tangente an den Kreis k; im Punkt A ist.
o = ZMZAC& + ZCQAMl - ZMzAMl 1800 - ¢

)
(die Summe der Einzelwinkel minus den gemeinsamen Winkel)

~—
Gl 5 (S. 8

Es gilt:

2p = LC, M A = LAM>Cs

Beweis

Die Dreiecke AC7; M1 A und AAM->Cj sind gleichschenklig, weil C; M; und M; A Radien von k; und
C5Ms und M, A Radien von ky sind. Daher gilt:

1. Fall 2¢ < 180°, ZC1 M1 A < 180° und ZAM,Cs < 180°:
(Zeichnung 1)

LM ACY, =90° — LC M, AJ2
LCyAM,y = 90° — LAM,Cy /2
ZM>AC; = 90° nach Voraussetzung, da AC; die Tangente an den Kreis ks im Punkt A ist.
£CyAM; = 90° nach Voraussetzung, da AC5 die Tangente an den Kreis k; im Punkt A ist.
¢ =L MsAM, = LMyACy — LM ACY) = LC1 M1 AJ2
¢ = LMyAM, = LC3AMy — LO3yAMs = LAM5Cy/2
=20 =/C1M{A=/AM5Cs

(Man kann annehmen, dass M; und Ms von C; A ausgehend auf der selben Seite liegen, da nach
Voraussetzung ZMyAM; = ¢ < 90° (GL. 5 (S. 8)) und ZM5AC; = 90° gilt. Analog kann man dies
fiir Cy A zeigen.)

2. Fall 2¢ = 180°, ZC; M; A = 180° und ZAM,C» = 180°:

(Zeichnung 2)
Es stimmt nach Voraussetzung.

3. Fall 2¢ > 180°, ZC71 M1 A > 180° und ZAM;Cs > 180°:
(Zeichnung 3)

LC1AMy, =90° — LAMLCy /2
LMyACy =90° — LCo Mo AJ2
ZMyAC; = 90° nach Voraussetzung, da AC; die Tangente an den Kreis ko im Punkt A ist.
£CAM; = 90° nach Voraussetzung, da AC, die Tangente an den Kreis k; im Punkt A ist.
¢ = LM AM, = LMyAC, + LC1AM, =180 — LAM;C1 /2
¢ =LMsAM; = LC3AMy + £LM5ACy = 180 — LCo Mo A2
= 2¢ = 360° — LZAM,C1 = 360° — ZCy3 M5 A
Da CiM{ A = 360°—ZAM,C bzw. AM;Cy = 360°—£CsM> A gilt, gilt die zu beweisende Gleichung
auch in diesem Fall. L
(Man kann annehmen, dass M; und M, von C; A ausgehend nicht auf der selben Seite liegen, da

nach Voraussetzung ZM>AM; = ¢ > 90° (Gl. 5 (S. 8)) und LM, AC; = 90° gilt. Analog kann man
dies fiir C2 A zeigen.) O
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weiter Aufgabe 3 Yasin Z#hringer

Daher macht es Sinn, dies zu definieren:

Y= chMlA = ZAMQCQ = 2(25 3600 — 2a (11)

{II

Gl. 10

—

S. 8)

Nur fiir den Fall ¢ = 90° liegt B auf C;C,.

Beweis

B ist nur dann auf C;1C5, wenn ZC1BCs = 180° gilt (sonst wire AC; BCs ein normales Dreieck).
Unter Verwendung des Peripheriewinkelsatzes iiber AC; und ACs gilt:

1. Fall ¢ < 90°:
(Zeichnung 1)

ZClBCQ = chBA + ZABCQ = chMlA/2 + ZAM202/2 =7= 2¢) < 1800

(Es wurde schon bewiesen, dass My bzw. My von ACy bzw. AC, ausgehend auf der selben Seite
wie B liegen.)

2. Fall ¢ = 90°:
(Zeichnung 2)
LC1BCy = LC1BA+ LABCy = LC1 M1 A2+ LAM,Cy /2 = v = 2¢ = 180°

(Nach Voraussetzung gilt v = 2¢ = 180° = LC1 M1 A = LAM5C5, d.h. My bzw. M, liegt auf C1 A
bzw. CyA.)

3. Fall ¢ > 90°:
(Zeichnung 3)

Z/C1BCy = /C,BA + ZABC, = (180° — ZAM,Cy/2) + (180° — LC>M,A/2)
= (180° — (360° — 7)/2) + (180° — (360° —7)/2) = 7 = 2¢ > 180°

(Es wurde schon bewiesen, dass My bzw. Ms von AC; bzw. ACs ausgehend nicht auf der selben
Seite wie B liegen.)
Demnach liegt B nur fiir ¢ = 90° auf C1Cs. O

Da C; # B gilt (das hiefle, dass ZM>AB oder ZBAM; gleich 90° wiire, es wurde aber schon gezeigt,
das einer dieser Winkel kleiner 90° ist) und da Geraden mit einem Kreis maximal 2 Schnittpunkte
haben konnen (berechnet man die Schnittpunkte im kartesischen Koordinatensystem kommt man
auf eine quadratische Gleichung mit maximal 2 Losungen), kann die Konstruktion bei ¢ = 90° die
Eigenschaft D #Z B und D # (4 nicht erfiillen, da nur die Schnittpunkte C; und B von CyCs mit
kq existieren konnen, ein dritter aber nicht. Also ist die Konstruktion fiir ¢ = 90° nicht der Aufgabe
entsprechend und braucht daher hier nicht weiter behandelt werden.

Bei ¢ < 90° ist das Viereck C; BCs A konvex, da ZAC1B + /BCy A+ ZCyACy + £CyBCsy = 360°
(Innenwinkelsumme des Vierecks), also ZAC|B + ZBC>A = 360° — a — 2¢ = 180° — ¢ < 180°
und ZC1BC, = 2¢ < 180° sowie o = 180° — ¢ < 180° (Gl. 10 (S. 8)) gilt, also alle Winkel kleiner
180° sind. Daher geht die Gerade/Diagonale C1Cy zwischen den Punkten A und B durch, d.h.
die Gerade C;C5 hat einen Schnittpunkt auf dem Bogenstiick zwischen A und B auf Kreises k;
(innerhalb des Kreises k2). Da das Viereck C; BCs A konvex ist, kann dieser Schnittpunkt nicht Cy
sein und muss daher D sein. Da M; (vorher bewiesen) und D (Konvexitédt von C; BCyA und D

liegt auf dem Bogenstiick AAB des Kreises k1) von AC; ausgehend auf der Seite von B liegen, liegen
M; und D von AC; ausgehend auf der selben Seite.

Da bei ¢ > 90° ZC1BCy = 2¢ > 180° und o = 180° — ¢ < 180° gilt, ist das Viereck C; BCyA
nicht konvex, insbesondere geht die Gerade C;C5 nicht zwischen den Punkten A und B durch, d.h.
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weiter Aufgabe 3 Yasin Z#hringer

der Punkt D liegt nicht auf dem Bogenstiick AB des Kreises k; (innerhalb des Kreises k), was
wiederum bedeutet, dass von AB ausgehend D nicht auf der Seite von M, liegt.

Sei
a = ClA (12)
b=CrA (13)
Dann gilt:
a
= 2sin(a) (14)
b
y= 2sin(a) (15)

(Dies geht, da 0° < a < 180° gilt, also sin(a) > 0.)

Beweis

Da die Dreiecke AC; M1 A und AAM>Cy gleichschenklig sind, kann man aufgrund der Spiegelsym-
metrie an der Achse, die durch M; und der Mitte von A und C; bzw. M5 und der Mitte von A und
C5 geht, den Sinussatz auf die kleinen rechtwinkligen Dreiecke anwenden:

1. Fall ¢ < 90°:
(Zeichnung 1)

a a a
xr = _— = —
~~ 2si 2 ~~  2si ~~  2si
Sinussatz Sln(’)// ) GIl. 11 (S. 10) Sln(QS) Gl. 10 (S. 8) Sln(Oé)
B b b
Y =~ 25in(y/2)  2sina)
Sinussatz
2. Fall ¢ > 90°:
(Zeichnung 3)
z _ a _ a _ a
S_\_/ 2sin(LAM,Cy/2)  2sin((360° —v)/2)  2sin(a)
inussatz
B b b
Y "~ 28n(ZAM,C1/2)  2sin(a)
Sinussatz

O

Weil Gleichung 14, Gleichung 15 und ¢ = 180° —a (Gl. 10 (S. 8)) gelten, geniigt es um alle giiltigen
Konfigurationen im Sinne der Aufgabe zu beschreiben, a, b und a anzugeben, da sich daraus z, y
und ¢ eindeutig gewinnen lassen und umgekehrt. (Dabei sind a, b beliebig und « ist im Intervall
]0°;90°[ U ]90°; 180°])

Sei

c:C102:\/a2+b2—2abcosa (16)
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weiter Aufgabe 3 Yasin Z#hringer

Die Dreiecke AC5AC, und AADC5 sind dhnlich.

Beweis
Die Winkel ZC1C3A und ZDC5 A sind identisch, da nach Voraussetzung D auf C;Cs liegt.
Unter Verwendung des Peripheriewinkelsatzes iiber AC; gilt:
1. Fall ¢ < 90°:
(Zeichnung 1)

LC1DA =+/2 = 10

—~
Gl 11 (S.10) GL 10 (S. 8)
damit gilt: ZADCy = 180° — ZC1DA =«

180° — «

(es wurde schon gezeigt, dass sich D und M; von AC; ausgehend auf der selben Seite liegen)

2. Fall ¢ > 90°:

(M; kann nicht auf AC; liegen, da sonst v = 180° < ¢ = 90° gelten miisste, D kann nicht auf AC|
liegen, da Cy Z D gelten muss und A Z D wegen « < 180° gilt)

a) D ist von C1 A ausgehend auf der gleichen Seite wie M :

(Zeichnung 3)

ZADCZ = éADCl = ZAM101/2 = (3600 — ’}/)/2 = 180° — ’}//2 [e%

N’
Gl. 11 (S. 10)

b) D ist von C1 A ausgehend nicht auf der gleichen Seite wie M; :
(Zeichnung 4)

ZADCy =180° — ZC1 DA = 180° — (180° — LAM,C1/2) = LAM;Cy /2 = (360° — v)/2
=180°—-v/2=«a
Daher sind zwei und damit auch alle drei Winkel der Dreiecke AC>; AC; und AADCs gleich, d.h.
die Dreiecke sind @hnlich. O

Da c die gegeniiberliegende Seite von « im Dreieck AC,AC] ist und AC5 = b die selbe Position im
Dreieck AADC5 einnimmt, ist der Proportonalitdtsfaktor der Dreiecke b/c. Daher gilt:

ap- % (17)
C
b2

DC; = — (18)

Berechnung des Sinus und Kosinus des Winkels ZADFE:
1. Fall ¢ < 90°:

£BM,C = 360° —y — LZAM; B = 360° — (360° — 2a) — ZAM, B = 2a — ZAM, B
(19)

(Es gilt 0° < 2a — LAM B <& LAMB/2 < o wie weiter unten gezeigt wird.)
a) LBM;Cy < 180° :

4BDCy = £BM,C:/2 = a — LAM; B/2 Peripheriewinkelsatz iiber Cy B

(aus ZBM;C; < 180° folgt, dass D und M; von C; B ausgehend auf der selben Seite liegen)
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weiter Aufgabe 3 Yasin Z#hringer

b) ZBM,C, = 180° :

4BDCy = £BM,C:/2 = a — LAM; B/2 Peripheriewinkelsatz iiber Cy B

(aus £ZBM;C; = 180° folgt, dass M; auf C B liegt)
¢) ZBM,C, > 180° :

ZBDCl = 1800 - ZClMlB/Q = (3600 - ZBMlcl)/Q = ZBMlcl/Q = — ZAMlB/Q

Peripheriewinkelsatz iiber Cy B

(aus £ZBM,C; > 180° folgt, dass D und M; von Cy B ausgehend nicht auf der selben Seite liegen)
Also gilt /ZBDCy = a — LAMB/2:

ZEDCy = ZBDCy = a — LAM,; B/2 Scheitelwinkel
(hier wird nur formal mit dem Punkt E gerechnet, er stellt hier nur einen Punkt
auf BD dar, der von D ausgehend nicht auf der Seite von B liegt)
LADE = LADC> — LEDC, = o= (o« — LAM,B/2) = LAM,B/2
Ahnlichkeit
LADE = LAM,B/2 = £AM, M- Spiegelsymmetrie des Vierecks C; ACoB an M; M,
n(LAd) VO s y -sin(a)

d B /72 + y? — 23y cos(o) aL 1\0_?; 5 V72 + y? + 23y cos(a)

Sinussatz
y - sin(a) - 2sin(a) B b - sin(a)

- 2 2 . 9qi ~~ 21 p2
V22 + y% + 2zy cos(a) - 2sin(a) G114 o1 (S.11) Va® + b2 + 2ab cos(a)

_ bosin(@)
n e
mit e = /a2 + b2 + 2abcos(a)
Y2 = x4 d* — 2xd cos(£LAM, M)

Kosinussatz

2 _ .2 2 _ 22 (2240249 —942 _9
cos(LAM, My) = Yy -z _y -z (:U —|—‘y + 2zy cos(a)) _ ;17 ‘azycos(a)
—2zd —22+/22 + y2 + 22y cos(a) —22+/2% + y2 + 22y cos(a)
. (z + ycos(a)) - 2sin(a) B a+ bcos(a) _a+bcos(a)
V72 +y? + 2zycos(a) - 2sin(a) /a2 + b2 + 2abcos(a) e

Da auch 0° < ZADE = ZAM:1 My = LAMB/2 < 180° — ¢ = a = LADC5 (Innenwinkelsumme
von AMsAM;) gilt, schneidet BD ACs zwischen A und Cs, d.h. der Punkt E existiert und liegt
zwischen A und Cs.

2. Fall ¢ > 90°:

/ADE = /ADB = /AM,B/2 = £ AM, M Peripheriewinkelsatz iiber AB
(wieder wird hier wird nur formal mit dem Punkt E gerechnet, er stellt hier nur einen

Punkt auf BD dar, der von B ausgehend nicht auf der Seite von D liegt)

(dies geht, da ZAM; Ms + £ZM;M>yA < 90° (Innenwinkelsumme @AMzAMl), d.h. ZAM M5 <
90° und £M;M>A < 90° gilt und damit liegt M; von der Gerade AB ausgehend nicht auf der Seite
von Ms. Daher ist er auf der selben Seite wie D.)

sin(ZAM, My) = 5@
€
cos(LAM, M) = a+beos(a)
e
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weiter Aufgabe 3 Yasin Z#hringer

Es gilt 0° < LADE = ZAM M, < 180° — ¢ = a = LADC5 < 90° (Innenwinkelsumme von
AMsAM;), weswegen sich BD und AC, zwischen A und Cs schneiden, d.h. der Punkt E existiert
und liegt zwischen A und Cs.

Also existiert der Punkt E, liegt zwischen A und C und fiir den Winkel ZADE gilt:

sin(ZADE) = 2Sn(@) (20)
cos(£ADE) = 2Hbeosl@) (21)
Berechnung des Sinus und Kosinus des Winkels /EAD:
JEAD =  /AC,C,
—
Ahnlichkeit
. b-sin(a
sin(ZAC:Cs) = % (22)
Sinussatz
b2 = a® + ¢ — 2accos(LAC,Cs)
—~
Kosinussatz
V¥ —a®>—c b —a®— (a® + b> — 2abcos(a)
cos(ZLACCs) ~ouc ~uc (23)
_ —2a* +2abcos(o)  a— beos(a)
—2ac B c
Berechnung der Strecke AE:
AE _ AD _ AD
sin(ZADE) “~~ sin(180° — ZADE — /EAD) sin(/ADE + /EAD)

Sinussatz

1 _ sin(£ZADE + ZEAD)
AE  AD-sin(ZADE)

sin(ZADE) cos(LEAD) + cos(LADE) sin(£/EAD)

ab _ bsin(a)
Sinus-Additionstheorm, c e
G117 (8. 12), GL 20 (S. 14)

_ ce (b -sin(@) a—bcos(a) 48 +bcos(a) b- sin(a))

Gl 20_\_;3/(8'14) ab? sin(a) e - . ;
= Wln(a) ((b-sin(a)) - (a — beos(a)) + (a + beos(a)) - (b - sin(a)))
= % (a — beos(a) + a + beos(a)) = % _ %

Da BD AC, zwischen A und C3 schneidet und die Seite Cs die Linge b hat, halbiert BD ACS.
Weil sich mit a, b und « alle giiltigen Konfigurationen im Sinne der Aufgabe darstellen lassen, ist
bewiesen, dass die Gerade BD die Strecke ACs immer halbiert.
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Aufgabe 4 (Hilfssatz 2) Yasin Zshringer

Hilfssatz 2 (Pellsche Gleichung)

Sei D eine gegebene positive ganze Zahl und sei (zg;yo) mit xg,yo > 0 eine gegebene ganzzahlige
Losung der Gleichung

22— Dy? =1.
Dann hat diese Gleichung unendlich viele ganzzahlige Losungen (z;,y;), wobei xg < o1 < @2 ---
und yo < y1 < yo--- gilt.
Beweis:
Man kann eine rekursive Folge von (z;;y;) wie folgt definieren:
(w0;y0) = (w03 90)
(ws39i) = (o zi1+ Dyo - yi—1590 - Ti1 + 3o - y;1) flir i >0

Das (z;;y;) die Gleichung z? — Dy? = 1 16st, ldsst sich per Induktion zeigen:

Induktionsanfang:

Die Aussage gilt fiir n = 0, da (zo; zo) nach Voraussetzung die Gleichung 2% — Dy? = 1 16st.

Induktionsannahme:

(n; yn) 16st die Gleichung % — Dy? = 1.

Induktionschluss:

(Tnt15Ynt1) = (To - Tn + DYo - Yn; Yo - Tn + To - Yn)
xoy — Dy i = (w0 - @n + Dyo - yn)® — D(yo - Tn + o - Yn)”
=g -z, + Dyg - yp + 2Dxoyo - Tuyn — D(Ys - T + T3 - Yp + 2T0Yo * TnYn)
= (25 — Dyg) - @y, + (D*yg — Dag) - yy, = (g — Dyg) -y — D(ag — Dyg) -y,

= Dy = 1

z2—Dy2=1 Induktionsannahme

Daher 16st jedes Folgenglied der Folge (z,;y,) die Gleichung 22 — Dy?. Dabei sind alle z,, und
yn ganzzahlig, da bei ihrer Berechnung nach Voraussetzung nur ganze Zahlen benutzt werden und
nur die Operationen Addition und Multiplikation zu ihrer Verkniipfung verwendet werden. Da nach
Voraussetzung zg, yo und D positiv sind, folgt aus der Rekursionsformel, dass z, < z,;; und
Yn < Yn+1, also 29 < 21 < z2--- und Yo < y1 < Yo --- gilt. O
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Aufgabe 4 (Hilfssatz 3) Yasin Z&hringer

Hilfssatz 3 (verallgemeinerte Pellsche Gleichung)

Seien D und ¢ gegebene positive ganze Zahlen und sei (s;t) mit s, > 0 eine gegebene ganzzahlige
Losungen der verallgemeinerten Pellschen Gleichung

z? — Dy? =c.
Habe man dazu noch eine Losung (p, q) der Pellschen Gleichung
2 —Dy* =1,
dann hat die verallgemeinerte Pellsche Gleichung unendlich viele ganzzahlige Losungen (z;,y;),

wobel s < zg <x; <z2--- und t < yo <y < y2--- gilt.

Beweis:
Da (p; q) eine Losung der Pellschen Gleichung
2 - Dy’ =1

ist, gibt es nach Hilfssatz 2 unendlich viele Losungen (p;; ¢;), die diese Pellsche Gleichung lésen.

Sei (s;t) die gegebene Losung der verallgemeinerten Pellschen Gleichung
2> =Dy’ =c¢

und sei (p;; g;) eine Losung der Pellschen Gleichung
o Dy2 =1,

dann ist

(zi;9:) = (pi- s+ Dq; - t;q; - s +p; - t)
auch eine Losung der verallgemeinerten Pellschen Gleichung, denn es gilt:

z; — Dy} = (p; - s+ Dg; - 1)> = D(q; - s + p; - )°
=p?- s+ D*q} -t + 2Dpiq; - st — D(q? - 8* + p} - 2 + 2piq; - st)
=(p; —Dq})-s* + (D¢} — Dp;) - t* = (p; — Dg;) - s> — D(p; — Dg;) - *

s2—Dt? =¢

Dabei sind alle z,, und y, ganzzahlig, da bei ihrer Berechnung nach Voraussetzung und nach
Hilfssatz 2 nur ganze Zahlen benutzt werden und nur die Operationen Addition und Multiplikation
zu ihrer Verkniipfung verwendet werden.

Da bei der Berechnung von (z;;y;) alle Zahlen nach Voraussetzung und nach Hilfssatz 2 positiv
sind und nach Hilfssatz 2 p; < p;+1 und ¢; < g;11 gilt, folgt aus der Formel zur Berechnung von
(z4;v:), dass x; < @iy1 und y; < Y41, also wg < 1 < T2+-+ und yg < y1 < y2--- gilt. Aus dieser
Formel folgt auch, dass s < zg und ¢t < yg, dh. s < xg < 1 < a2--- und t < yo < y1 < ya---
gilt. O
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Aufgabe 4 Yasin Zshringer

Aufgabe 4

Da /22 + y3 und /23 + y2 positiv rational sein sollen, gibt es zwei positive rationale Zahlen p, g,
sodass

w24y =p (24a)
und /22 +y2 =¢q (24b)

gilt. Man kann dies umformen:

2* +y° = p? (25a)
?+y’=¢ (25b)

Da z eine positiv rationale Zahl ist, kann man positive rationale Zahlen ¢,r,s finden, sodass

y =tz (es muss t # 1 gelten, damit x # y gilt)
p=rz
q=sx

gilt. Wenn ¢, r, s rational sind, folgt daraus auch umgekehrt auch, dass y, p und ¢ rational sind,
daher hat man, wenn man eine Losung in positiven rationalen Zahlen des Systems

22 + (tz)® = (ra)?
23+ (tx)* = (sz)?
oder vereinfacht
1+ 32 =12
T+t> =57

hat, auch eine Losung in positiven rationalen Zahlen des urspriinglichen Systems (25). Dabei sind
unterschiedliche Losungen dieses Systems auch unterschiedliche des urspriinglichen Systems (25)
und umgekehrt.

Lost man dieses System nach z auf:

r2 -1
T=—0 (26a)
T =35 —t (26b)
Man sieht, dass alle Losungen in positiven rationalen Zahlen der Gleichung
r? -1 5
e s — 12 (27)

mit 7 > 1 auch Losungen des Systems 26 sind, da = aufgrund der Rationalitiit von ¢, r und s rational
und wegen z = (r? —1)/t3 = (r — 1)(r + 1)/t3 > 0 auch positiv ist.
Die Gleichung 27 14sst sich so umformen:
r:—1
13
sSri-1=§t -1
St —1=3 —r?
& t(t° — 1) = (st?)? — tr?

=g — ¢
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weiter Aufgabe 4 Yasin Z#hringer

Setzt man nun

a:st2,

b=r,

c=1t(t" - 1)
und D =t,

dann hat man eine verallgemeinerte Pellsche Gleichung:
a> - Db =c¢

Zur Reduzierung der Freiheitsgrade kann man nun ¢ = 2 # 1 setzen und sich darauf beschrinken,
nur ganzzahlige (a;b) zu suchen. Damit erhélt man die verallgemeinerte Pellsche Gleichung:

a’® — 2b% = 62

Eine Losung der verallgemeinerten Pellschen Gleichung ist (a;b) = (28;19) (durch suchen gewonnen:
282 —2-19? = 784 — 2- 361 = 62) und eine der dazugehorigen Pellschen Gleichung f2 —2¢% = 1 ist
(f;9) = (3;2) (auch durch suchen gewonnen: 3% —2-22 =9 — 2-4 = 1). Wegen Hilfssatz 3 gibt es
daher unendlich viele unterschiedliche ganzzahlige Losungen (u;v) der verallgemeinerten Pellschen
Gleichung. Da diese Losungen grofler als (28;19) sind, gilt v > 19 > 1 fiir alle Losungen (u;v). Damit
lisst sich allen (u;v) eine Losung (z = (v? — 1)/8;t = 2;8 = u/4;r = v) des Systems 26 zuordnen.
Da unterschiedliche Losungen (u;v) auch unterschieldiche Losungen (z = (v? — 1)/8;t = 2;8 =
u/4;r = v) des Systems 26 zugeordnet werden, hat das System 26 auch unendlich viele Losungen.
Daraus folgt direkt, dass System 25 auch unendlich viele Losungen hat, da alle Schritte eindeutig
umkehrbar sind und deswegen unterschiedliche Lésungen des einen Systems auch im anderen System
unterschiedlich sind. Also gibt es unendlich viele (x;y) = ((v? — 1)/8; (v — 1)/4), die das System
25 erfiillen und da das System 25 dquivalent zum System 24 ist, gibt es unendlich viele Paare (z;y)
im Sinne der Aufgabenstellung.
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