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Aufgabe 1 (Hilfssatz 1) Yasin Z�ahringer
F�ur diese Aufgabe ist es sinnvoll die nat�urlichen Zahlen als die positiven ganzen Zahlen zu de�nieren.
Hilfssatz 1 (Anzahl der Teiler einer nat�urlichen Zahl)
Es sei n eine nat�urliche Zahl, die die eindeutige Primfaktorzerlegung n = pm11 � pm22 � � � pmrr =Qri=1 pmii hat, wobei pi paarweise verschiedene Primzahlen und mi nat�urliche Zahlen sind. Dannist die Anzahl ihrer Teiler �(n) gleich rY

i=1(mi + 1):
BeweisF�ur n = 1 stimmt die Aussage, da n nur den einen Teiler 1 hat und Qri=1(mi+1) gleich dem leerenProdukt, also auch eins ist.Sei z eine nat�urliche Zahl, die n > 1 teilt. Dann muss man z so darstellen k�onnen:

z = rY
i=1 ptii mit 0 � ti � mi und ti ganz (1)

W�urde z andere Primfaktoren enthalten, w�urden diese n nicht teilen und damit w�are n=z nichtganzzahlig, d.h. z w�are kein Teiler von n. W�are ein oder mehrere ti > mi, w�are n=z auch wiedernicht ganzzahlig, da z=pmii gegen�uber n=pmii noch den Primfaktor pi hat.Au�erdem sind alle durch Gleichung 1 beschriebenen Zahlen Teiler von n, da n=z = Qri=1 pmi�tiimit mi � ti � 0 gilt, d.h. n=z ist ganzzahlig.Da ti mi + 1 verschiedene Werte annehmen kann, alle ganzzahligen zwischen 0 und mi, k�onnenmit Gleichung 1 Qri=1(mi+1) verschiedene Zahlen dargestellt werden. Weil Gleichung 1 genau alleTeiler darstellt, gilt somit f�ur die Anzahl der Teiler �(n):
�(n) = rY

i=1(mi + 1)
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Aufgabe 1 Yasin Z�ahringer
F�ur eine nat�urliche k-typische Zahl n, die die Teiler ti hat, gilt, dass ti� 1 f�ur alle i durch k teilbarist. Dies folgt direkt aus der De�nition f�ur k-typische Zahlen.
Aufgabe 1
Teilaufgabe a:F�ur n = 1 stimmt die Aussage, da �(1) = 1 f�ur alle k k-typisch ist und 1k = 1 gilt.Sei n =Qri=1 pmii eine nat�urliche Zahl gr�o�er 1, deren Teileranzahl �(n) =Qri=1(mi + 1) k-typischist, dann bedeutet das, dass insbesondere alle (mi + 1) � 1 = mi durch k teilbar sind, da alle(mi + 1) Teiler von �(n) sind. Das wiederum bedeutet, dass f�ur alle mi eine nat�urliche Zahl diexistiert, sodass mi = k � di gilt. Daraus folgt, dass sich n so darstellen l�asst:

n = rY
i=1 pmii = rY

i=1 pk�dii =  rY
i=1 pdii

!k = zk mit z = rY
i=1 pdiiz ist dabei eine nat�urliche Zahl, da alle di nat�urliche Zahlen sind. Also ist n eine k-te Potenz einernat�urlichen Zahl.Daher sind alle nat�urlichen Zahlen mit einer k-typischen Teileranzahl k-te Potenzen nat�urlicherZahlen.

Teilaufgabe b:Sei k eine nat�urliche Zahl gr�o�er 2 und sei p eine Primzahl. Sei nun
n = �pk�2�k = pk(k�2);

dann ist n eine k-te Potenz einer nat�urlichen Zahlen ungleich 1 (k� 2 > 0). Nun gilt f�ur die Anzahlder Teiler:
�(n) = 1Y

i=1(mi + 1) = k(k � 2) + 1 = k2 � 2k + 1 = (k � 1)2
Also wird die Anzahl der Teiler dieser k-ten Potenz von k�1 geteilt, d.h. aber sie ist nicht k-typisch,da f�ur k > 2 k nicht k � 1 teilen kann (f�ur k > 2 gilt immer ggt(k; k � 1) = 1). Da dies f�ur allek > 2 gilt, ist die Umkehrung von a) f�ur k > 2 falsch.
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Aufgabe 2 Yasin Z�ahringer
Aufgabe 2
Sei si die L�ange der i-ten Sehne und sei n die Anzahl der Sehnen. Dann ist die Aufgabenstellung�aquivalent zur Ungleichung Pni=1 si < k � �.Jeder Sehne (die nicht ein Durchmesser ist) kann eindeutig ein Kreisbogen zugeordnet werden, derauf der Peripherie des Kreises liegt und die Schnittpunkte der Sehne mit dem Kreis so verbindet,dass nicht der Mittelpunkt des Kreises vom Kreisbogen und der Sehne eingeschlossen wird. Beieinem Durchmesser kann man von den beiden Kreisb�ogen/Halbkreisen einen willk�urlich ausw�ahlen(beide sind gleichberechtigt) und einen Endpunkt des Halbkreises entfernen.

M

A B

Hier wird der Sehne AB ein Kreisbogen _AB zugeordnet.Ersetzt man jede Sehne durch so einen Kreisbogen, dann �andert diese Operation nichts an derEigenschaft, ob ein Durchmesser Punkte mit einer Sehne gemeinsam hat, sie verschiebt sie nur aufdie Kreisperipherie.Jeder Kreisbogen einer Sehne, die kein Durchmesser ist, hat maximal einen Schnittpunkt mit einemDurchmesser, da Sehne und Durchmesser nur 0, 1 oder unendlich viele Punkte gemeinsam habenk�onnen, letzteres aber ausgeschlo�en ist und da die Eigenschaft bei dieser Operation erhalten bleibt(die Schnittpunkte werden nur verschoben).Der Kreisbogen einer Sehne, die ein Durchmesser ist, hat maximal einen Schnittpunkt mit einemDurchmesser, wenn dieser nicht die Basis des Halbkreises ist (gleiche Begr�undung wie oben). Daein Endpunkt des Halbkreises entfernt wurde, hat die Basis des Halbkreises auch nur einen Punktmit ihm gemeinsam.Also hat jeder Kreisbogen maximal einen Schnittpunkt mit einem Durchmesser.Sei bi die L�ange des i-ten Kreisbogens der die i-te Sehne ersetzt, dann gilt si < bi, da Geraden inder euklidischen Geometrie die k�urzesten Verbindungen von zwei Punkten sind und der Kreisbogennicht mit der Geraden/Sehne identisch ist, aber die selben Endpunkte verbindet. Dies gilt auch f�ureine Sehne die ein Durchmesser ist, da ein Punkt bei der L�angenmessung keine Rolle spielen.Da Pni=1 si <Pni=1 bi gilt, reicht es um Pni=1 si < k � � zu beweisen, Pni=1 bi � k � � zu zeigen:Zieht man nun einen bebliebigen Durchmesser, w�ahlt einen der beiden entstehenden Halbkreise ausund �uberf�uhrt die Kreisb�ogen und Kreisbogenst�ucke des anderen Halbkreises in den ausgew�ahltendurch Punktspiegelung am Mittelpunkt des Kreises, dann liegen diese gespiegelten Kreisb�ogen undKreisbogenst�ucke wieder auf der Kreisperipherie und es sind nur noch im ausgew�ahlte HalbkreisKreisb�ogen. Bei dieser Operation werden Kreisb�ogen, die mit dem ausgew�ahlten Durchmesser einenPunkt (mehr geht nicht) gemeinsam haben (maximal k), in zwei St�ucke geteilt, d.h. die Anzahl derKreisbogenst�ucke nimmt um maximal k zu, die Gesamtl�ange der Kreisb�ogen bleibt aber gleich, dadie Punktspiegelung l�angenerhaltend ist. Die Anzahl der Sehnen mit denen ein Durchmesser einPunkt (mehr geht nicht) gemeinsam hat, bleibt bei dieser Operation gleich, da ein Durchmesser bei
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weiter Aufgabe 2 Yasin Z�ahringer
einer Punktspiegelung am Kreismittelpunkt auf sich selbst abgebildet wird.Da man die H�alfte des Durchmessers im nicht ausgew�ahlten, leeren Halbkreis vernachl�assigen kann(den Fall, wo der Durchmesser mit der Basis des ausgew�ahlten Halbkreises identisch ist, kann manvernachl�assigen, da eine endliche Anzahl von Punkten (0-dimensionale Gebilde) bei der L�angenmes-sung keine Rolle spielen), hat der Radius im ausgew�ahlten Halbkreis maximal k Schnittpunkte mitKreisb�ogen auf der Kreisperipherie, d.h. die Gesamtl�ange der Kreisb�ogen ist durch k mal die halbeKreisperipherie (Halbkreis) nach oben beschr�ankt. In Formeln hei�t das unter Ber�ucksichtigung vonr = 1: nX

i=1 bi � k � (2�)=2 = k � �
Da Pni=1 si <Pni=1 bi gilt, folgt daraus: nX

i=1 si < k � �
Also ist Gesamtl�ange der Sehnen kleiner k � �.
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Aufgabe 3 Yasin Z�ahringer
Bei Winkeln ist die positive Drehrichtung im Gegenuhrzeigersinn.
Aufgabe 3

M1
M2

A

B

C1

C2

D

E

Zeichnung 1: Gezeichnet mit � = \M2AM1 < 90�

M1 M2

A

BC1 C2

Zeichnung 2: Gezeichnet mit � = \M2AM1 = 90�
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weiter Aufgabe 3 Yasin Z�ahringer

M2

A

D

E

C1

C2

M1

B

Zeichnung 3: Gezeichnet mit � = \M2AM1 > 90�

M2

A

M1

C1 D

B

E

C2

Zeichnung 4: Gezeichnet mit � = \M2AM1 > 90�
In den Zeichnungen sind M1 und M2 die Mittelpunkte der Kreise k1 und k2 und E ist der Schnitt-punkt von AC2 mit BD (sofern er existiert).Die einzigen Parameter bei dieser Konstruktion sind der Abstand der Kreise und ihre Radien. Wenndiese gegeben sind, ist die Konstruktion eindeutig beschrieben. Dabei sind diese nicht g�anzlich frei,da f�ur das Dreieck 4M2AM1 die Dreiecksungleichungen gelten und D 6� B und D 6� C1 sein soll.
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weiter Aufgabe 3 Yasin Z�ahringer
Seien

x = M1A (2)y = M2A (3)d = M1M2 (4)und � = \M2AM1; (5)
also die Radien der Kreise k1 und k2, der Abstand der Mittelpunkte und der Schnittwinkel derRadien im Punkt A, dann gilt der Zusammenhang:

d2 =|{z}Kosinussatzx2 + y2 � 2xy cos� (6)
Bei gegebenen d l�asst sich daraus � brechnen und umgekehrt, d.h. zur vollst�andigen Charakterisie-rung der Konstruktion reichen die Gr�o�en x, y und �.x und y k�onnen dabei beliebig sein, � muss dagegen im Intervall ]0�; 180�[ liegen, damit 4M2AM1ein Dreieck ist. d ist reell, da x2 + y2 � 2xy cos� > x2 + y2 � 2xy = (x� y)2 � 0 gilt.Es gilt

\M2AB < 90� bzw. \BAM2 < 90�; (7)
da ein Winkel kleiner 180� ist, denn beide erg�anzen sich zu 360� und \M2AB = \BAM2 = 180�bedeuten w�urde, dass A, B und M2 auf einer Linie liegen, was aber nur dann sein kann, wenn diePunkte A und B zusammenfallen, d.h. die Kreise sich nur ber�uhren, da AB aufgrund der Spiegel-symmetrie des Vierecks C1BC2A an M1M2 senkrecht auf M1M2 steht . Dies widerspricht aber derVoraussetzung, dass die Kreise zwei unterschiedliche Schnittpunkte haben sollen. Gleichung 7 folgtdann daraus, dass das Dreieck 4BM2A (bei \M2AB < 180�) bzw. 4AM2B (bei \BAM2 < 180�)ein gleichschenkliges Dreieck ist (AM1 und AM2 sind Radien von k2) und daher \M2AB = \ABM2bzw. \BAM2 = \M2BA gilt. W�are \M2AB > 90� bzw. \BAM2 > 90�, dann w�are die Innen-winkelsumme des Dreiecks 4BM2A bzw. 4AM2B gr�o�er 180�. Gleichheit w�urde bedeuten, dass
\BM2A bzw. \AM2B 0� w�are, was wiederum bedeutet, dass A, B und M2 auf einer Linie liegen,was aber, wie oben schon gezeigt wurde, nicht sein darf. Daher gilt Gleichung 7.Analog kann man zeigen, dass

\BAM1 < 90� bzw. \M1AB < 90� (8)
gilt.Wenn � < 90� gilt, dann liegt von C1A ausgehend der Punkt B auf der gleichen Seite, wie derPunkt M1. Das liegt daran, dass \M2AC1 = 90� gilt, da die Tangente AC1 in A an k2 senkrechtauf dem Radius AM2 steht. Au�erdem gilt \M2AB < 90� bzw. \BAM2 < 90� (Gl. 7 (S. 8)) undnach Voraussetzung ist � = \M2AM1 < 90� (Gl. 5 (S. 8)). Analog kann man zeigen, dass von C2Aausgehend der Punkt B auf der gleichen Seite liegt, wie der Punkt M2.Wenn � > 90� gilt, dann liegt von C1A ausgehend der Punkt B nicht auf der gleichen Seite, wie derPunkt M1. Das liegt daran, dass \M2AC1 = 90� gilt, da die Tangente AC1 in A an k2 senkrechtauf dem Radius AM2 steht. Au�erdem gilt \M2AB < 90� bzw. \BAM2 < 90� (Gl. 7 (S. 8)) undnach Voraussetzung ist � = \M2AM1 > 90� (Gl. 5 (S. 8)). Analog kann man zeigen, dass von C2Aausgehend der Punkt B nicht auf der gleichen Seite liegt, wie der Punkt M2.
Sei

� = \C2AC1 (9)
Dann gilt f�ur �:

� = 180� � � (10)
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weiter Aufgabe 3 Yasin Z�ahringer
Beweis

\M2AC1 = 90� nach Voraussetzung, da AC1 die Tangente an den Kreis k2 im Punkt A ist.
\C2AM1 = 90� nach Voraussetzung, da AC2 die Tangente an den Kreis k1 im Punkt A ist.� = \M2AC1 + \C2AM1 � \M2AM1 =|{z}Gl. 5 (S. 8) 180� � �

(die Summe der Einzelwinkel minus den gemeinsamen Winkel)
Es gilt:

2� = \C1M1A = \AM2C2
BeweisDie Dreiecke 4C1M1A und 4AM2C2 sind gleichschenklig, weil C1M1 und M1A Radien von k1 undC2M2 und M2A Radien von k2 sind. Daher gilt:
1. Fall 2� < 180�, \C1M1A < 180� und \AM2C2 < 180�:(Zeichnung 1)

\M1AC1 = 90� � \C1M1A=2
\C2AM2 = 90� � \AM2C2=2
\M2AC1 = 90� nach Voraussetzung, da AC1 die Tangente an den Kreis k2 im Punkt A ist.
\C2AM1 = 90� nach Voraussetzung, da AC2 die Tangente an den Kreis k1 im Punkt A ist.� = \M2AM1 = \M2AC1 � \M1AC1 = \C1M1A=2� = \M2AM1 = \C2AM1 � \C2AM2 = \AM2C2=2) 2� = \C1M1A = \AM2C2(Man kann annehmen, dass M1 und M2 von C1A ausgehend auf der selben Seite liegen, da nachVoraussetzung \M2AM1 = � < 90� (Gl. 5 (S. 8)) und \M2AC1 = 90� gilt. Analog kann man diesf�ur C2A zeigen.)

2. Fall 2� = 180�, \C1M1A = 180� und \AM2C2 = 180�:(Zeichnung 2)Es stimmt nach Voraussetzung.
3. Fall 2� > 180�, \C1M1A > 180� und \AM2C2 > 180�:(Zeichnung 3)

\C1AM1 = 90� � \AM1C1=2
\M2AC2 = 90� � \C2M2A=2
\M2AC1 = 90� nach Voraussetzung, da AC1 die Tangente an den Kreis k2 im Punkt A ist.
\C2AM1 = 90� nach Voraussetzung, da AC2 die Tangente an den Kreis k1 im Punkt A ist.� = \M2AM1 = \M2AC1 + \C1AM1 = 180� \AM1C1=2� = \M2AM1 = \C2AM1 + \M2AC2 = 180� \C2M2A=2) 2� = 360� � \AM1C1 = 360� � \C2M2ADa C1M1A = 360��\AM1C1 bzw. AM2C2 = 360��\C2M2A gilt, gilt die zu beweisende Gleichungauch in diesem Fall.(Man kann annehmen, dass M1 und M2 von C1A ausgehend nicht auf der selben Seite liegen, danach Voraussetzung \M2AM1 = � > 90� (Gl. 5 (S. 8)) und \M2AC1 = 90� gilt. Analog kann mandies f�ur C2A zeigen.)
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weiter Aufgabe 3 Yasin Z�ahringer
Daher macht es Sinn, dies zu de�nieren:

 = \C1M1A = \AM2C2 = 2� =|{z}Gl. 10 (S. 8) 360� � 2� (11)
Nur f�ur den Fall � = 90� liegt B auf C1C2.
BeweisB ist nur dann auf C1C2, wenn \C1BC2 = 180� gilt (sonst w�are 4C1BC2 ein normales Dreieck).Unter Verwendung des Peripheriewinkelsatzes �uber AC1 und AC2 gilt:
1. Fall � < 90�:(Zeichnung 1)

\C1BC2 = \C1BA+ \ABC2 = \C1M1A=2 + \AM2C2=2 =  = 2� < 180�
(Es wurde schon bewiesen, dass M1 bzw. M2 von AC1 bzw. AC2 ausgehend auf der selben Seitewie B liegen.)
2. Fall � = 90�:(Zeichnung 2)

\C1BC2 = \C1BA+ \ABC2 = \C1M1A=2 + \AM2C2=2 =  = 2� = 180�
(Nach Voraussetzung gilt  = 2� = 180� = \C1M1A = \AM2C2, d.h. M1 bzw. M2 liegt auf C1Abzw. C2A.)
3. Fall � > 90�:(Zeichnung 3)

\C1BC2 = \C1BA+ \ABC2 = (180� � \AM1C1=2) + (180� � \C2M2A=2)= (180� � (360� � )=2) + (180� � (360� � )=2) =  = 2� > 180�
(Es wurde schon bewiesen, dass M1 bzw. M2 von AC1 bzw. AC2 ausgehend nicht auf der selbenSeite wie B liegen.)Demnach liegt B nur f�ur � = 90� auf C1C2.
Da C1 6� B gilt (das hie�e, dass \M2AB oder \BAM2 gleich 90� w�are, es wurde aber schon gezeigt,das einer dieser Winkel kleiner 90� ist) und da Geraden mit einem Kreis maximal 2 Schnittpunktehaben k�onnen (berechnet man die Schnittpunkte im kartesischen Koordinatensystem kommt manauf eine quadratische Gleichung mit maximal 2 L�osungen), kann die Konstruktion bei � = 90� dieEigenschaft D 6� B und D 6� C1 nicht erf�ullen, da nur die Schnittpunkte C1 und B von C1C2 mitk1 existieren k�onnen, ein dritter aber nicht. Also ist die Konstruktion f�ur � = 90� nicht der Aufgabeentsprechend und braucht daher hier nicht weiter behandelt werden.Bei � < 90� ist das Viereck C1BC2A konvex, da \AC1B + \BC2A+ \C2AC1 + \C1BC2 = 360�(Innenwinkelsumme des Vierecks), also \AC1B + \BC2A = 360� � � � 2� = 180� � � < 180�und \C1BC2 = 2� < 180� sowie � = 180� � � < 180� (Gl. 10 (S. 8)) gilt, also alle Winkel kleiner180� sind. Daher geht die Gerade/Diagonale C1C2 zwischen den Punkten A und B durch, d.h.die Gerade C1C2 hat einen Schnittpunkt auf dem Bogenst�uck zwischen A und B auf Kreises k1(innerhalb des Kreises k2). Da das Viereck C1BC2A konvex ist, kann dieser Schnittpunkt nicht C1sein und muss daher D sein. Da M1 (vorher bewiesen) und D (Konvexit�at von C1BC2A und Dliegt auf dem Bogenst�uck _AB des Kreises k1) von AC1 ausgehend auf der Seite von B liegen, liegenM1 und D von AC1 ausgehend auf der selben Seite.Da bei � > 90� \C1BC2 = 2� > 180� und � = 180� � � < 180� gilt, ist das Viereck C1BC2Anicht konvex, insbesondere geht die Gerade C1C2 nicht zwischen den Punkten A und B durch, d.h.
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weiter Aufgabe 3 Yasin Z�ahringer
der Punkt D liegt nicht auf dem Bogenst�uck _AB des Kreises k1 (innerhalb des Kreises k2), waswiederum bedeutet, dass von AB ausgehend D nicht auf der Seite von M2 liegt.
Sei

a = C1A (12)b = C2A (13)
Dann gilt:

x = a2 sin(�) (14)
y = b2 sin(�) (15)

(Dies geht, da 0� < � < 180� gilt, also sin(�) > 0.)
BeweisDa die Dreiecke 4C1M1A und 4AM2C2 gleichschenklig sind, kann man aufgrund der Spiegelsym-metrie an der Achse, die durch M1 und der Mitte von A und C1 bzw. M2 und der Mitte von A undC2 geht, den Sinussatz auf die kleinen rechtwinkligen Dreiecke anwenden:
1. Fall � < 90�:(Zeichnung 1)

x =|{z}Sinussatz
a2 sin(=2) =|{z}Gl. 11 (S. 10)

a2 sin(�) =|{z}Gl. 10 (S. 8)
a2 sin(�)

y =|{z}Sinussatz
b2 sin(=2) = b2 sin(�)

2. Fall � > 90�:(Zeichnung 3)
x =|{z}Sinussatz

a2 sin(\AM1C1=2) = a2 sin((360� � )=2) = a2 sin(�)
y =|{z}Sinussatz

b2 sin(\AM1C1=2) = b2 sin(�)

Weil Gleichung 14, Gleichung 15 und � = 180��� (Gl. 10 (S. 8)) gelten, gen�ugt es um alle g�ultigenKon�gurationen im Sinne der Aufgabe zu beschreiben, a, b und � anzugeben, da sich daraus x, yund � eindeutig gewinnen lassen und umgekehrt. (Dabei sind a, b beliebig und � ist im Intervall]0�; 90�[ [ ]90�; 180�[)Sei
c = C1C2 =pa2 + b2 � 2ab cos� (16)
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weiter Aufgabe 3 Yasin Z�ahringer
Die Dreiecke 4C2AC1 und 4ADC2 sind �ahnlich.
BeweisDie Winkel \C1C2A und \DC2A sind identisch, da nach Voraussetzung D auf C1C2 liegt.Unter Verwendung des Peripheriewinkelsatzes �uber AC1 gilt:
1. Fall � < 90�:(Zeichnung 1)

\C1DA = =2 =|{z}Gl. 11 (S. 10)� =|{z}Gl. 10 (S. 8) 180� � �
damit gilt: \ADC2 = 180� � \C1DA = �

(es wurde schon gezeigt, dass sich D und M1 von AC1 ausgehend auf der selben Seite liegen)
2. Fall � > 90�:(M1 kann nicht auf AC1 liegen, da sonst  = 180� , � = 90� gelten m�usste, D kann nicht auf AC1liegen, da C1 6� D gelten muss und A 6� D wegen � < 180� gilt)
a) D ist von C1A ausgehend auf der gleichen Seite wie M1:(Zeichnung 3)

\ADC2 = \ADC1 = \AM1C1=2 = (360� � )=2 = 180� � =2 =|{z}Gl. 11 (S. 10)�
b) D ist von C1A ausgehend nicht auf der gleichen Seite wie M1:(Zeichnung 4)

\ADC2 = 180� � \C1DA = 180� � (180� � \AM1C1=2) = \AM1C1=2 = (360� � )=2= 180� � =2 = �
Daher sind zwei und damit auch alle drei Winkel der Dreiecke 4C2AC1 und 4ADC2 gleich, d.h.die Dreiecke sind �ahnlich.
Da c die gegen�uberliegende Seite von � im Dreieck 4C2AC1 ist und AC2 = b die selbe Position imDreieck 4ADC2 einnimmt, ist der Proportonalit�atsfaktor der Dreiecke b=c. Daher gilt:

AD = abc (17)
DC2 = b2c (18)

Berechnung des Sinus und Kosinus des Winkels \ADE:

1. Fall � < 90�:
\BM1C1 = 360� �  � \AM1B = 360� � (360� � 2�)� \AM1B = 2�� \AM1B (19)

(Es gilt 0� < 2�� \AM1B , \AM1B=2 < � wie weiter unten gezeigt wird.)
a) \BM1C1 < 180� :

\BDC1 = \BM1C1=2 = �� \AM1B=2 Peripheriewinkelsatz �uber C1B
(aus \BM1C1 < 180� folgt, dass D und M1 von C1B ausgehend auf der selben Seite liegen)

Seite 12 von 18



weiter Aufgabe 3 Yasin Z�ahringer
b) \BM1C1 = 180� :

\BDC1 = \BM1C1=2 = �� \AM1B=2 Peripheriewinkelsatz �uber C1B
(aus \BM1C1 = 180� folgt, dass M1 auf C1B liegt)
c) \BM1C1 > 180� :

\BDC1 = 180� � \C1M1B=2 = (360� � \BM1C1)=2 = \BM1C1=2 = �� \AM1B=2Peripheriewinkelsatz �uber C1B
(aus \BM1C1 > 180� folgt, dass D und M1 von C1B ausgehend nicht auf der selben Seite liegen)Also gilt \BDC1 = �� \AM1B=2:

\EDC2 = \BDC1 = �� \AM1B=2 Scheitelwinkel(hier wird nur formal mit dem Punkt E gerechnet, er stellt hier nur einen Punktauf BD dar, der von D ausgehend nicht auf der Seite von B liegt)
\ADE = \ADC2 � \EDC2 =|{z}�Ahnlichkeit�� (�� \AM1B=2) = \AM1B=2
\ADE = \AM1B=2 = \AM1M2 Spiegelsymmetrie des Vierecks C1AC2B an M1M2

sin(\AM1M2) =|{z}Sinussatz
y � sin(�)d = y � sin(�)px2 + y2 � 2xy cos(�) =|{z}Gl. 10 (S. 8)

y � sin(�)px2 + y2 + 2xy cos(�)
= y � sin(�) � 2 sin(�)px2 + y2 + 2xy cos(�) � 2 sin(�) =|{z}Gl.14 und 15 (S.11)

b � sin(�)pa2 + b2 + 2ab cos(�)
= b � sin(�)emit e =pa2 + b2 + 2ab cos(�)y2 =|{z}Kosinussatzx2 + d2 � 2xd cos(\AM1M2)

cos(\AM1M2) = y2 � x2 � d2�2xd = y2 � x2 � (x2 + y2 + 2xy cos(�))�2xpx2 + y2 + 2xy cos(�) = �2x2 � 2xy cos(�)�2xpx2 + y2 + 2xy cos(�)
= (x+ y cos(�)) � 2 sin(�)px2 + y2 + 2xy cos(�) � 2 sin(�) = a+ b cos(�)pa2 + b2 + 2ab cos(�) = a+ b cos(�)e

Da auch 0� < \ADE = \AM1M2 = \AM1B=2 < 180� � � = � = \ADC2 (Innenwinkelsummevon 4M2AM1) gilt, schneidet BD AC2 zwischen A und C2, d.h. der Punkt E existiert und liegtzwischen A und C2.
2. Fall � > 90�:
\ADE = \ADB = \AM1B=2 = \AM1M2 Peripheriewinkelsatz �uber AB(wieder wird hier wird nur formal mit dem Punkt E gerechnet, er stellt hier nur einenPunkt auf BD dar, der von B ausgehend nicht auf der Seite von D liegt)

(dies geht, da \AM1M2 + \M1M2A < 90� (Innenwinkelsumme von 4M2AM1), d.h. \AM1M2 <90� und \M1M2A < 90� gilt und damit liegt M1 von der Gerade AB ausgehend nicht auf der Seitevon M2. Daher ist er auf der selben Seite wie D.)
sin(\AM1M2) = b � sin(�)ecos(\AM1M2) = a+ b cos(�)e
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weiter Aufgabe 3 Yasin Z�ahringer
Es gilt 0� < \ADE = \AM1M2 < 180� � � = � = \ADC2 < 90� (Innenwinkelsumme von4M2AM1), weswegen sich BD und AC2 zwischen A und C2 schneiden, d.h. der Punkt E existiertund liegt zwischen A und C2.Also existiert der Punkt E, liegt zwischen A und C2 und f�ur den Winkel \ADE gilt:

sin(\ADE) = b � sin(�)e (20)
cos(\ADE) = a+ b cos(�)e (21)

Berechnung des Sinus und Kosinus des Winkels \EAD:

\EAD =|{z}�Ahnlichkeit\AC1C2
sin(\AC1C2) =|{z}Sinussatz

b � sin(�)c (22)
b2 =|{z}Kosinussatz a2 + c2 � 2ac cos(\AC1C2)

cos(\AC1C2) = b2 � a2 � c2�2ac = b2 � a2 � (a2 + b2 � 2ab cos(�)�2ac (23)
= �2a2 + 2ab cos(�)�2ac = a� b cos(�)c

Berechnung der Strecke AE:

AEsin(\ADE) =|{z}Sinussatz
ADsin(180� � \ADE � \EAD) = ADsin(\ADE + \EAD)1AE = sin(\ADE + \EAD)AD � sin(\ADE)

=|{z}Sinus-Additionstheorm,Gl. 17 (S. 12), Gl. 20 (S. 14)
sin(\ADE) cos(\EAD) + cos(\ADE) sin(\EAD)abc � b�sin(�)e

=|{z}Gl. 20 - 23 (S.14)
ceab2 sin(�)

�b � sin(�)e � a� b cos(�)c + a+ b cos(�)e � b � sin(�)c
�

= 1ab2 sin(�) ((b � sin(�)) � (a� b cos(�)) + (a+ b cos(�)) � (b � sin(�)))
= 1ab (a� b cos(�) + a+ b cos(�)) = 2aab = 2bAE = b2Da BD AC2 zwischen A und C2 schneidet und die Seite C2 die L�ange b hat, halbiert BD AC2.Weil sich mit a, b und � alle g�ultigen Kon�gurationen im Sinne der Aufgabe darstellen lassen, istbewiesen, dass die Gerade BD die Strecke AC2 immer halbiert.
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Aufgabe 4 (Hilfssatz 2) Yasin Z�ahringer
Hilfssatz 2 (Pellsche Gleichung)
Sei D eine gegebene positive ganze Zahl und sei (x0; y0) mit x0; y0 > 0 eine gegebene ganzzahligeL�osung der Gleichung

x2 �Dy2 = 1:
Dann hat diese Gleichung unendlich viele ganzzahlige L�osungen (xi; yi), wobei x0 < x1 < x2 � � �und y0 < y1 < y2 � � � gilt.
Beweis:Man kann eine rekursive Folge von (xi; yi) wie folgt de�nieren:

(x0; y0) = (x0; y0)(xi; yi) = (x0 � xi�1 +Dy0 � yi�1; y0 � xi�1 + x0 � yi�1) f�ur i > 0
Das (xi; yi) die Gleichung x2 �Dy2 = 1 l�ost, l�asst sich per Induktion zeigen:
Induktionsanfang:Die Aussage gilt f�ur n = 0, da (x0;x0) nach Voraussetzung die Gleichung x2 �Dy2 = 1 l�ost.
Induktionsannahme:(xn; yn) l�ost die Gleichung x2 �Dy2 = 1.
Induktionschluss:

(xn+1; yn+1) = (x0 � xn +Dy0 � yn; y0 � xn + x0 � yn)x2n+1 �Dy2n+1 = (x0 � xn +Dy0 � yn)2 �D(y0 � xn + x0 � yn)2= x20 � x2n +D2y20 � y2n + 2Dx0y0 � xnyn �D(y20 � x2n + x20 � y2n + 2x0y0 � xnyn)= (x20 �Dy20) � x2n + (D2y20 �Dx20) � y2n = (x20 �Dy20) � x2n �D(x20 �Dy20) � y2n=|{z}x20�Dy20=1x2n �Dy2n =|{z}Induktionsannahme 1
Daher l�ost jedes Folgenglied der Folge (xn; yn) die Gleichung x2 � Dy2. Dabei sind alle xn undyn ganzzahlig, da bei ihrer Berechnung nach Voraussetzung nur ganze Zahlen benutzt werden undnur die Operationen Addition und Multiplikation zu ihrer Verkn�upfung verwendet werden. Da nachVoraussetzung x0, y0 und D positiv sind, folgt aus der Rekursionsformel, dass xn < xn+1 undyn < yn+1, also x0 < x1 < x2 � � � und y0 < y1 < y2 � � � gilt.
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Aufgabe 4 (Hilfssatz 3) Yasin Z�ahringer
Hilfssatz 3 (verallgemeinerte Pellsche Gleichung)
Seien D und c gegebene positive ganze Zahlen und sei (s; t) mit s; t > 0 eine gegebene ganzzahligeL�osungen der verallgemeinerten Pellschen Gleichung

x2 �Dy2 = c:
Habe man dazu noch eine L�osung (p; q) der Pellschen Gleichung

x2 �Dy2 = 1;
dann hat die verallgemeinerte Pellsche Gleichung unendlich viele ganzzahlige L�osungen (xi; yi),wobei s < x0 < x1 < x2 � � � und t < y0 < y1 < y2 � � � gilt.
Beweis:Da (p; q) eine L�osung der Pellschen Gleichung

x2 �Dy2 = 1
ist, gibt es nach Hilfssatz 2 unendlich viele L�osungen (pi; qi), die diese Pellsche Gleichung l�osen.Sei (s; t) die gegebene L�osung der verallgemeinerten Pellschen Gleichung

x2 �Dy2 = c
und sei (pi; qi) eine L�osung der Pellschen Gleichung

x2 �Dy2 = 1;
dann ist

(xi; yi) = (pi � s+Dqi � t; qi � s+ pi � t)
auch eine L�osung der verallgemeinerten Pellschen Gleichung, denn es gilt:

x2i �Dy2i = (pi � s+Dqi � t)2 �D(qi � s+ pi � t)2= p2i � s2 +D2q2i � t2 + 2Dpiqi � st�D(q2i � s2 + p2i � t2 + 2piqi � st)= (p2i �Dq2i ) � s2 + (D2q2i �Dp2i ) � t2 = (p2i �Dq2i ) � s2 �D(p2i �Dq2i ) � t2=|{z}p2i�Dq2i=1 s2 �Dt2 = c
Dabei sind alle xn und yn ganzzahlig, da bei ihrer Berechnung nach Voraussetzung und nach
Hilfssatz 2 nur ganze Zahlen benutzt werden und nur die Operationen Addition und Multiplikationzu ihrer Verkn�upfung verwendet werden.Da bei der Berechnung von (xi; yi) alle Zahlen nach Voraussetzung und nach Hilfssatz 2 positivsind und nach Hilfssatz 2 pi < pi+1 und qi < qi+1 gilt, folgt aus der Formel zur Berechnung von(xi; yi), dass xi < xi+1 und yi < yi+1, also x0 < x1 < x2 � � � und y0 < y1 < y2 � � � gilt. Aus dieserFormel folgt auch, dass s < x0 und t < y0, d.h. s < x0 < x1 < x2 � � � und t < y0 < y1 < y2 � � �gilt.
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Aufgabe 4 Yasin Z�ahringer
Aufgabe 4
Da px2 + y3 und px3 + y2 positiv rational sein sollen, gibt es zwei positive rationale Zahlen p; q,sodass px2 + y3 = p (24a)und px3 + y2 = q (24b)
gilt. Man kann dies umformen:

x2 + y3 = p2 (25a)x3 + y2 = q2 (25b)
Da x eine positiv rationale Zahl ist, kann man positive rationale Zahlen t,r,s �nden, sodass

y = tx (es muss t 6= 1 gelten, damit x 6= y gilt)p = rxq = sx
gilt. Wenn t, r, s rational sind, folgt daraus auch umgekehrt auch, dass y, p und q rational sind,daher hat man, wenn man eine L�osung in positiven rationalen Zahlen des Systems

x2 + (tx)3 = (rx)2x3 + (tx)2 = (sx)2oder vereinfacht1 + t3x = r2x+ t2 = s2
hat, auch eine L�osung in positiven rationalen Zahlen des urspr�unglichen Systems (25). Dabei sindunterschiedliche L�osungen dieses Systems auch unterschiedliche des urspr�unglichen Systems (25)und umgekehrt.L�ost man dieses System nach x auf:

x = r2 � 1t3 (26a)x = s2 � t2 (26b)
Man sieht, dass alle L�osungen in positiven rationalen Zahlen der Gleichung

r2 � 1t3 = s2 � t2 (27)
mit r > 1 auch L�osungen des Systems 26 sind, da x aufgrund der Rationalit�at von t, r und s rationalund wegen x = (r2 � 1)=t3 = (r � 1)(r + 1)=t3 > 0 auch positiv ist.Die Gleichung 27 l�asst sich so umformen:

r2 � 1t3 = s2 � t2
, r2 � 1 = s2t3 � t5, t5 � 1 = s2t3 � r2, t(t5 � 1) = (st2)2 � tr2
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weiter Aufgabe 4 Yasin Z�ahringer
Setzt man nun

a = st2;b = r;c = t(t5 � 1)und D = t;
dann hat man eine verallgemeinerte Pellsche Gleichung:

a2 �Db2 = c
Zur Reduzierung der Freiheitsgrade kann man nun t = 2 6= 1 setzen und sich darauf beschr�anken,nur ganzzahlige (a; b) zu suchen. Damit erh�alt man die verallgemeinerte Pellsche Gleichung:

a2 � 2b2 = 62
Eine L�osung der verallgemeinerten Pellschen Gleichung ist (a; b) = (28; 19) (durch suchen gewonnen:282 � 2 � 192 = 784� 2 � 361 = 62) und eine der dazugeh�origen Pellschen Gleichung f2 � 2g2 = 1 ist(f ; g) = (3; 2) (auch durch suchen gewonnen: 32 � 2 � 22 = 9� 2 � 4 = 1). Wegen Hilfssatz 3 gibt esdaher unendlich viele unterschiedliche ganzzahlige L�osungen (u; v) der verallgemeinerten PellschenGleichung. Da diese L�osungen gr�o�er als (28; 19) sind, gilt v > 19 > 1 f�ur alle L�osungen (u; v). Damitl�asst sich allen (u; v) eine L�osung (x = (v2 � 1)=8; t = 2; s = u=4; r = v) des Systems 26 zuordnen.Da unterschiedliche L�osungen (u; v) auch unterschieldiche L�osungen (x = (v2 � 1)=8; t = 2; s =u=4; r = v) des Systems 26 zugeordnet werden, hat das System 26 auch unendlich viele L�osungen.Daraus folgt direkt, dass System 25 auch unendlich viele L�osungen hat, da alle Schritte eindeutigumkehrbar sind und deswegen unterschiedliche L�osungen des einen Systems auch im anderen Systemunterschiedlich sind. Also gibt es unendlich viele (x; y) = ((v2 � 1)=8; (v2 � 1)=4), die das System25 erf�ullen und da das System 25 �aquivalent zum System 24 ist, gibt es unendlich viele Paare (x; y)im Sinne der Aufgabenstellung.

Seite 18 von 18


