Yasin Zähringer 
Landeswettbewerb Mathematik   2. Runde 2002/2003
Seite 3 von 6

Name: 


Yasin Zähringer 
   69124 Heidelberg

Geburtsdatum: 
29.7.1986 

Schule: 

Helmholtz-Gymnasium 69127 Heidelberg
Ich bestätige hiermit, alle Aufgaben selbstständig gelöst zu haben:

…………..…………..…………..…………..



(Unterschrift)

Für Aufgabe Nr.4 habe ich 2 trigometrische Zusammenhänge aus dem „Taschenbuch der Mathematik“, Bronstein verwendet.
Nr.1 (Definition der natürlichen Zahlen: alle ganze Zahlen ≥ 0)
Die Summe von a aufeinander folgenden Zahlen mit der ersten Zahl n ist:
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mit a > 1 und n ≥ 0.

Man sieht schnell, dass man mit a = 2 (( S(n, 2) = 2n + 1) alle ungeraden Zahlen darstellen kann. Es ist auch klar, dass jede Zahl S(n, a) mindestens einen ungeraden Teiler hat.
Begründung:

a oder a – 1 sind ungerade und die gerade Zahl 2n verändert den Rest zu 2 nicht. Außerdem haben ungerade Zahlen nur ungerade Teiler.
Daraus folgt, dass keine Zweierpotenzen damit dargestellt werden können.

Begründung:
Nur Zweierpotenzen haben keinen ungeraden Teiler.
Jede andere gerade Zahl kann man aber mit S(n, a) darstellen:

Sei p1 der kleinste ungerade Primfaktor (ungleich 1) der geraden Zahl z, dann kann man schreiben:
a = p1 ( S(n, p1) = z = p1(2n + p1 – 1)/2

2z/p1 = p1 – 1 + 2n
Sei p2 ein anderer ungerader Primfaktor von z, der nach Vorraussetzung minimal p1 ist, da p1 der kleinste Primfaktor ist:
z = p1p2r mit r ≥ 2 (da z gerade ist) ( 2z/p1 = 2p2r = p1 – 1 + 2n ( p2r – (p1 – 1)/2 = n
Da p1 – 1 gerade ist (p1 ist eine ungerade Primzahl), ist n eine ganze Zahl. Und da 
2p2r ≥ p1 – 1 (die Faktoren 2 und r verstärken die Ungleichung p2 ≥ p1) gilt, ist n positiv.
Also lassen sich alle Zahlen mit mindestens 2 ungeraden Primfaktoren mit S(n, a) darstellen.
Falls es keinen anderen ungeraden Primfaktor außer p1 gibt, sind alle anderen Primfaktoren 2, da z gerade ist, also kann man die Zahl so darstellen:

z = p12i mit i ≥ 1 ( 2z/p1 = 2i+1 = p1 – 1 + 2n ( 2i – (p1 – 1)/2 = n
Da p1 ungerade ist, ist n eine ganze Zahl. Die andere Bedingung ist, dass n nichtnegativ ist, also muss diese Ungleichung gelten:
2i+1 ≥ p1 – 1

Diese gilt aber nicht immer.
Wenn die obere Ungleichung nicht gilt, kann man a = 2i+1  setzen:

a = 2i+1 mit i ≥ 1( z = p12i ( z = p12i = 2i(2i+1 + 2n – 1)

p1 = 2i+1 + 2n – 1 ( (p1 + 1)/2 –​ 2i = n
Da p1 eine ungerade Primzahl ist, ist n eine ganze Zahl. Damit n nichtnegativ ist, muss 
(p1 + 1)/2 –​ 2i ≥ 0 ( p1 ≥ 2i+1 – 1 gelten.
Mindestens eine der beiden Ungleichungen (2i+1 ≥ p1 – 1 oder p1 ≥ 2i+1 – 1) ist erfüllt, also lassen sich auch alle Zahlen der Form p2i (p Primzahl, i > 0) mit S(n, a) darstellen.

Begründung, dass mindestens eine der beiden Ungleichungen erfüllt ist: a ≥ b – 1 oder b ≥ a – 1:
Wenn die Ungleichung a ≥ b – 1 nicht gilt, kann man a = b – 2 – n setzen, mit n als natürlicher Zahl. Also b ≥ a – 1 ( b ≥ b – 3 – n ( 3 ≥ –n. Dies ist nach Voraussetzung für n erfüllt.
Also lassen sich nur Zweierpotenzen nicht als Summe von aufeinander folgenden Zahlen darstellen. Eine Ausnahme ist die 0, die sich nicht darstellen lässt, da sie die kleinste natürliche Zahl ist.
Mit dieser Definition der natürlichen Zahlen, lässt sich auch die 1 darstellen, als Summe von 0 und 1, allerdings gibt es auch abweichende Definitionen, wo dies dann nicht mehr gilt.
Nr.3

Der n-te Schritt entspricht einer Addition von 10n+1Z – Z = (10n+1 – 1)*Z, wobei Z eine Ziffer  zwischen 1 und 9 einschließlich ist.

Begründung:

–Z ist das Abziehen der Ziffer und +10n+1Z ist das davor Setzen der Ziffer.
Die Zahl ist nach Voraussetzung vor dem ersten Schritt 2-stellig. Nach Anwendung der Vorschrift ist die Zahl dreistellig, da keine 0 angehängt werden darf. Die kleinste Zahl die beim ersten Schritt auftreten kann ist 109. (Kleinste 2-stellige Zahl mit abziehen und anhängen der kleinsten Ziffer.) Würde jemals passieren, dass eine Zahl vor dem  n-ten Schritt nicht n + 1 Ziffern hat, müssten 2 Schritte vorher (ein Schritt vorher wäre die höchste Ziffer durch die Subtraktion 0 gesetzt worden) mindestens die beiden vorletzten Ziffern (Hunderter und Zehner Ziffer) 0 sein, damit sich eine Auswirkung bei der Subtraktion für die Ziffern ab der Tausender Ziffer ergeben kann. Dies ist aber unmöglich, da selbst mit der kleinsten Zahl nach dem ersten Schritt und die Anwendung der größten Ziffern (Neuner) in den folgenden 6 Anwendungen nur 6*9 = 54 subtrahiert werden kann.
Die Quersumme der 9-stelligen Zahl ist 45.

Begründung:
Nach Voraussetzung kommen alle Ziffern außer der 0 in der 9-stelligen Zahl vor. Da es im Dezimalsystem 10 Ziffern gibt und eine davon nicht benutzt werden darf  (0), müssen alle Zahlen zwischen 1 und 9 in der 9-stelligen Zahl vorkommen. Die Summe der Zahlen zwischen 1 und 9 ist 1 + 2 ... + 9 = 9*10/2 = 45.
Daraus folgt, dass die zweistellige Zahl durch 9 teilbar sein muss.

Begründung:

Die 9-stellige Zahl ist durch 9 teilbar, da die Quersumme immer 45 ist und durch 9 teilbar ist. Außerdem lässt die Umformung +(10n+1 – 1)*Z = 99…99*Z die Teilbarkeit durch 9 unverändert.
Man kann jetzt von der 9-stelligen Zahl rückwärts zur 2-stelligen Zahl rechnen:

Beim Abziehen von (10n+1 – 1)*Z, wobei Z die (n+2)-te Ziffer der 9-stelligen Zahl ist, wird 
die (n+2)-te Ziffer der 9-stelligen Zahl auf 0 gesetzt und von der Zahl –Z subtrahiert, d.h. Z addiert. Dies wird bis auf die beiden letzten Ziffern mit allen Ziffern gemacht, um die 2-stellige Zahl aus der 9-stelligen zu gewinnen. Andere Wege aus der 9-stelligen Zahl die 2-stellige zu erkennen, gibt es nicht, da man alle bis auf die beiden letzten Ziffern 0 setzen muss.

Sei zi die i-te Ziffer der 9-stelligen Zahl, wobei zi nach Voraussetzung paarweise verschieden ist,  
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die 9-stellige Zahl und s die 2-stellige Anfangszahl, dann gilt:
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Die Quersumme der 9-stelligen Zahl ist 45, d.h. 
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Also hängt nur die zweite Ziffer der 9-stelligen Zahl direkt von der 2-stelligen Anfangszahl ab. Da z2 nur Zahlen zwischen 1 und 9 annehmen kann, sollte man sich alle Kombinationen aufschreiben:

	z2:
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9

	s:
	54
	63
	72
	81
	90
	99
	108
	117
	126


(weiter Nr.3)

Für z2 > 6 werden die Anfangszahlen 3-stellig, da bei den Subtraktionen ein Übertrag auf die 3 Stelle aufgetreten ist. Deswegen ist die 3-te Ziffer im letzten Schritt um 1 größer, wie sie beim Nullsetzen angenommen wurde und deshalb wurde 99 zuwenig abgezogen. 
Weitere Überträge auf die 4-te und höhere Stelle kann es nicht geben.

Begründung:

Die 63 (7-malige Anwendung der 9) ist die oberste Grenze, die zur Zahl hinzuaddiert werden kann. Bei einem Übertrag auf die 4-te und höhere Stelle, wird die 3-te Stelle 0 gesetzt. Da selbst die die Obergrenze höchstens einen Übertrag auf die 3-te Stelle bewirken kann, müsste im letzten Schritt Z = 0 (da z3 = 0 wäre) sein, was aber nach Vorraussetzung verboten ist.

Die angepasste Tabelle:

	z2:
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9

	s:
	54
	63
	72
	81
	90
	99
	9
	18
	27


Also kann man nur die Zahlen 18, 27, 54, 63, 72, 81, 90 und 99 als Anfangszahlen benutzen.
Nr.4

Seien die Seitenlängen des Dreiecks a = 3d, b = 4d und c = 5d, dann gilt der Satz des Pythagoras, da (3d)2 + (4d)2 = (5d)2. Also ist das Dreieck rechtwinklig. 

Daraus folgt, dass der Umkreismittelpunkt U in der Mitte der Hypotenuse c liegt.

Begründung: Beweis 1
Sei M die Mitte von B und U, dann ist BUI ein rechtwinkliges Dreieck mit der Hypotenuse BU, wenn  I  |BU|/2 = |MB| = |UM| von M entfernt ist.

Begründung: D.h. I muss auf dem Kreis um M liegen, der durch die Punkte B und U geht, wobei B, U und M auf 
        einer Linie liegen: Satz des Thales.

Beweis, dass I  |MB| = |UM| von M entfernt ist:

A (0|0) 
A liegt im Ursprung.

B (5d|0)
Die Seite |AB| = c = 5d lang

U (5/2d|0)
U liegt in der Mitte von A und B
M (15d/4|0)
in der Mitte von B(5d|0) und U (5/2d|0) ( ((5d/2+5d)/2 = 15d/4|0)

Nach dem Cosinus-Satz gilt:

a2 = b2 + c2 – 2bc*cos(α) 
( 9d2 = 16d2 + 25d2 – 40d2*cos(α)
| : d2
9 = 16 + 25 – 40*cos(α)
| –16 – 25 
| : (–40)
–32/(–40) = 4/5 = cos(α) ( α = cos-1(4/5)

β = 90° – α
da das Dreieck rechtwinklig, d.h. γ = 90° ist
Da man jetzt die Winkel hat und der Innenkreismittelpunkt der Schnittpunkt der Winkelhalbierenden ist, wobei auch 2 Winkelhalbierende ausreichen um den Schnittpunkt eindeutig festzulegen, kann man jetzt die Funktionen zu den Winkelhalbierenden definieren:
Da die Winkelhalbierende eine Gerade ist, kann man sie mit einer linearen Funktion 

f(x) = mx + c beschreiben.

Winkelhalbierende wα(x) des Winkels α:

wα(0) = 0
da die Funktion durch den Punkt A(0|0) geht.
( cα = 0
mα = tan(α/2)
da die Funktion die Winkelhalbierende von α ist, hat sie den halben Winkel als Steigung

mα = tan(α/2) 
kann aber noch vereinfacht werden, da gilt: 
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(aus Taschenbuch der Mathematik, Bronstein, S.82, 2.107)
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Also ist die Funktion der Winkelhalbierende von α wα(x) = x/3

Winkelhalbierende wβ(x) des Winkels β:

wβ(5d) = 0
da die Funktion durch den Punkt B geht.
( cβ = –mβ * 5d
mβ = –tan(β/2)
da die Funktion die Winkelhalbierende von β ist, hat sie den halben Winkel als Steigung. Die Steigung ist negativ, da die Funktion wβ vom Ursprung aus gesehen im Gegensatz zu wα abnimmt.
mβ = –tan(β/2)
kann man wieder vereinfachen:

mβ = –tan(β/2) = –tan((90° – α)/2) = –tan(45° – α/2)
Dies kann man gemäß Taschenbuch der Mathematik, Bronstein, S.80 2.86 vereinfachen:
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da tan(45°) = 1 vereinfacht sich –tan(45° – α/2) zu:
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, da tan(α/2) = 1/3 ist, wird daraus: 
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also ist cβ = –mβ * 5d = 5d/2
wβ(x) ist dann –x/2 + 5d/2
(weiter Nr.4)

Der Schnittpunkt, d.h. der Innenkreismittelpunkt I, der beiden Funktionen ist:

wα(x) = wβ(x) ( x/3 = –x/2 + 5d/2 
| +x/2

x(1/3 + 1/2) = 5x/6 = 5d/2
| :5/6

x = 3d

( y = wα(3d) = 3d/3 = d

Der Innenkreismittelpunkt ist der Punkt (3d|d)

Der Abstand e von I und M ist:

e2 = (3d – 15/4d)2 + (d – 0)2 = (3/4)2d2 + d2 = 25/16d2
( e = 5d/4
Der Abstand |UM| = |MB| ist 15d/4 – 5d/2 = 5d – 15d/4 = 5d/4.

Also ist I  |UM| = |MB| = 5d/4 von M entfernt. Deswegen ist IUB ein rechtwinkliges Dreieck mit der Hypotenuse UB.
Beweis 1:
In einem rechtwinkligen Dreieck, liegt der Umkreismittelpunkt U auf der Mitte der Hypotenuse:

A(0|0)


B(c|0)

C(p|h)

|AB|2 = (c – 0)2 + (0 – 0)2 
= c2
|AC|2 = (p – 0) 2 + (h – 0)2 
= p2 + h2
|BC|2 = (p – c)2 + (h – 0)2
= (p – c)2 + h2
Der rechte Winkel liegt an C, also gilt:

AB2 = AC2 + BC2 ( c2 = p2 + h2 + (p – c)2 + h2 = 2p2 + 2h2 – 2pc + c2 
| –c2
2p2 + 2h2 – 2pc = 0 | :2
p2 + h2 – pc = 0 

Damit der Umkreismittelpunkt U auf der Mitte M der Hypotenuse liegt, muss C die gleiche 

Entfernung von M haben wie B und A.

Begründung:
Voraussetzung des Umkreismittelpunktes.
M(c/2|0)
Begründung: M liegt in der Mitte von A und B, deswegen muss M die x-Koordinate c/2 haben.

Die Entfernung von M zu A bzw. B ist nach Voraussetzung c/2.

Die Entfernung von M zu C ist:

MC2 = (p – c/2)2 + h2 = p2 – cp + c2/4 + h2
Oben wurde nachgewiesen, dass p2 + h2 – pc = 0 ist. Das eingesetzt:

MC2 = c2/4 ( |MC| = c/2

Die Entfernung von M und C ist gleich der Entfernung von M und A bzw. B. Also liegt U in 

der Mitte der Hypotenuse.
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